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ПРЕДИСЛОВИЕ

В основу настоящего учебного пособия положен до­
полненный и переработанный курс лекций по интеграль­
ному исчислению (определенный, кратные, криволиней­
ные и поверхностные интегралы), прочитанный автором 
студентам Ленинградского института водного транспор­
та. В отличие от ставшего традиционным Риманова спо­
соба определения интеграла как предела интегральных 
сумм, автор рассматривает интеграл как аддитивную 
функцию соответствующего многообразия (промежутка, 
области, линии, поверхности), связанную с подынтег­
ральной функцией, образно говоря, как масса с плотно­
стью. Подобный подход хотя и сужает класс интегри­
руемых функций до непрерывных (или, при распростра­
нении понятия интеграла по аддитивности, — до кусоч­
но-непрерывных), однако позволяет изложить материал 
в свете современной теории меры и интеграла, а также 
сделать его наглядным и простым для понимания.

Следует также отметить, что на практике интеграл 
чаще всего применяется именно в смысле, принятом в 
настоящем учебном пособии. Дело в том, что обычно при 
выражении с помощью интеграла какой-нибудь адди­
тивной величины не составляют интегральные суммы, а 
находят так называемый элемент (или дифференциал) 
этой величины, который затем интегрируется по соот­
ветствующему многообразию. В настоящем учебном по­
собии этот метод лежит в основе определения интеграла 
любого типа. Предлагаемый подход к понятию интегра­
ла, хорошо известный любому квалифицированному ма­
тематику, не является новым и в учебной литературе*. 
В определенном смысле он даже более стар, чем кон­
структивное понимание интеграла, поскольку уже давно

* См., например, книгу: Т о л с т о в  Г. П. Курс математического 
анализа. Т. 2. Гостехиздат, 1957.
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определенный интеграл отождествляется с площадью 
плоской фигуры, двойной интеграл — с объемом тела 
и т. д., что, по существу, и означает трактовку интеграла 
как аддитивной функции соответствующего многооб­
разия.

В настоящем пособии нет раздела, посвященного тео­
рии неопределенного интеграла, — предполагается, что 
читатель уже познакомился или познакомится с этим 
разделом по любому курсу математического анализа для 
вузов. В нем также не дается определения длины линии, 
площади плоской фигуры и поверхности, объема тела 
и т. д., — считается, что читатель имеет об этих поня­
тиях достаточно развитое интуитивное представление. 
В ряде случаев в целях создания простого и наглядного 
аппарата для выражения аддитивных величин изложе­
ние недостаточно строгое, что, с точки зрения автора, 
вполне оправдано в пособии, предназначенном для слу­
шателей втузов.

Автор



Ч А С Т Ь  П Е Р В А Я  

ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ

Г Л А В А  I

АДДИТИВНАЯ ФУНКЦИЯ ПРОМЕЖУТКА

§ 1. функция точки и функция промежутка

Символом < а ,  Ь>  будем обозначать промежуток 
любого типа с концами а и Ь, т.'е. либо замкнутый про­
межуток [а, Ь], либо открытый промежуток (а, Ь), либо 
полуоткрытые промежутки (а, b] и [а, Ь).

Напомним известное определение функции одной пе­
ременной: переменная у называется функцией перемен­
ной X, определенной в промежутке Q —< а, Ь> , если 
каоісдой точке х из этого промежутка поставлено в со­
ответствие определенное значение переменной у. Кратко 
это записывается так:

У — f (х), х е й .
Здесь Q — область определения функции, д: — незави­
симая переменная пли аргумент, у  — зависимая перемен­
ная или функция, / — знак функции. В приведенном оп­
ределении функции аргументом является точка из неко­
торого множества (в данном случае из промежутка), 
поэтому говорят, что у  есть функция точки X.

Рассмотрим еще одно понятие функции, аргументом 
которой является переменный промежуток. Предвари­
тельно введем понятие частичного промежутка проме­
жутка Q.

Промежуток о=  <<х, ß >  называется частичным про­
межутком промежутка Q, если все его точки принадле­
жат промежутку Q. При этом не исключено, что а может 
быть одноточечным промежутком (т. е. замкнутым про­
межутком [а, а]) или совпадать с Q.

Обозначим через А (Q) некоторую совокупность (не 
обязательно всех) частичных промежутков промежут­
ка Q. Говорят, что переменная у есть функция промежут­
ка о, заданная на множестве А (Q), если каждому проме­
жутку о из множества Л(й)  поставлено в соответствие 
определенное значение переменной у. Кратко это запи­
сывается так:

y = F(o), f f E ^ ( ö ) .



Таким образом, отличие функции промежутка от функ­
ции точки состоит только в том, что для первой аргумен­
том является промежуток о, а для второй — точка х. 
Примером функции промежутка является его середина:

0 =  ^(а) =  ^ К а , р »

Ввиду особой роли промежутка Q будем его в даль­
нейшем называть основным.

§ 2. Понятие об аддитивной функции промежутка

Пусть теперь А (Й) есть множество всех частичных 
промежутков основного промежутка Q. Функция про­
межутка F (о) называется аддитивной, если при разбие­
нии любого частичного промежутка о на два частичных 
промежутка Оі и ог без общих точек (0 = 0 1 + 0 2 ) спра­
ведливо равенство

F(o) =  F(oi + 0 2 ) =  F(a 0 +  F(o2). (1.1)

Пример 1. Обозначим через 1(a) длину промежутка а. 
Длина промежутка а равна сумме длин его частей о\ и 
0 2  (рис. 1), поэтому

1(a) =  /(оі +  0 2 ) =  Д<?і) +  1 (^2 ).

Следовательно, 1(a) 
есть аддитивная функ­
ция промежутка о.

Пример 2. Криволи­
нейной трапецией назы­
вается фигура, ограни­
ченная прямыми х = а  
и х= Ь  и непрерывны­
ми линиями y = fi(x )  
и y = f2(x) ( Ы * Х  
s^.f2(x) ). Обозначим че­
рез 5 (о) площадь ча­
сти криволинейнойтра- 
пеции, расположенной 

х над частичным проме­
жутком о промежутка 
Q = [a , b] (рис. 2).

6

Рис. 2
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Если cxi и cr2 — промежутки без общих точек и их 
сумма равна о, то, очевидно,

S (а) = S  (оу) -f- 5 (а2).
Следовательно, 5(a) есть аддитивная функция проме­
жутка а.

Пример 3. Предположим, что на промежутке Q рас­
пределена некоторая масса. Функция іп(о), равная мас­
се частичного промежутка а, есть аддитивная функция 
промежутка.

Приведем и докажем методом полной математиче­
ской индукции теорему, позволяющую перенести свой­
ство аддитивности (1.1) на произвольное количество ча­
стичных промежутков.

6
6 '

6, бл-t;
X

Рис. 3

Теорема 1.1. Пусть частичный промежуток а разбит 
на конечное число промежутков оi, о2, ..., an, каждая па­
ра которых не имеет общих точек. Тогда для любой 
аддитивной функции F(o) справедливо равенство

Ж  =  =  Ъ Р {ак). (1.2)
k=\

Д о к а з а т е л ь с т в о .  При п = 2 равенство (1.2) при­
нимает вид (1.1) и справедливо в силу определения ад­
дитивной функции. Предположим теперь, что равенство 
(1.2) справедливо для п промежутков. Докажем его спра­
ведливость для /г+1 промежутков. Разобьем промежу­
ток а на частичные промежутки crj, a2, ..., an+i попарно 
без общих точек (рис. 3). Очевидно, что о= о '+ оп+ь где 
с ' = 0 \-\-Ѵ2 + -  + Оп- Промежутки о' и а„+і не имеют об­
щих точек, следовательно,

F (о) = F [o' +  оп+1) =  F (o') +  F (an+1) =
п  П+1

=  X f f t )  +  ^ K + ,)  =  E f  (■>,).
fc=l

что и требовалось доказать.
Э



Функция F (а) называется линейной комбинацией 
функций FI (ст), / ^ ( с т ) ,  .... Fn (а) с числовыми коэффи­
циентами аь Йо, а«, если

П
F (о) =  £  ak Fk (а) =  a1F1 (ст) +  а 2/\, (ст) Н-------г а„ Д, (ст).

fc=i
Теорема 1.2. Линейная комбинация аддитивных функ­

ций промежутка есть также аддитивная функция про­
межутка.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Разобьем частичный промежу­
ток ст на два частичных промежутка сті и Стз, не имеющих 
общих точек. В силу аддитивности функций Fh(o) (k = 
= 1,2, ..., п) имеем

П
F (а) = F (ст, -f о2) =  £  ak Fk (ст, +  ст2) =

ft=i

=  £а/ЛД-(°і ) + ^ ( о 2) ] = £ а д./гА(ст1) +
fc=l k=l

П
+  1] «ft Д  fa) =  Z7 fa) +  F fa).

ft=i
Следовательно, /Дст) является аддитивной функцией про­
межутка ст. Из доказанного предложения следует адди­
тивность суммы и разности аддитивных функций.

Функция промежутка /•’(ст) называется пределом пос­
ледовательности функций промежутка Fn (o) {п=  1,2,...), 
если для каждого фиксированного частичного промежут­
ка ст последовательность чисел Fn (o) (п= 1, 2, ...) имеет 
своим пределом число F(a).

Теорема 1.3. Предел последовательности аддитивных 
функций промежутка есть также аддитивная функция 
промежутка.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Fn (ст) — последователь­
ность аддитивных функций промежутка и F(o) = 
=  lim Fn (o). Предположим, что ст=сті +  ст2  (сті и сто — про­
межутки без общих точек). Тогда

F(o) =  /Дсті +  ст2) =  lim Fn (ö\ +  ст2) =
=  1і т [ / 7п (сті) +  Д .(с т 2) ]  =  І і т Д Д с т і )  +  

фИтЛДстг) = F(oi) +  F (ct2), 
ч то  и требовалось доказать.

§ 3. О с н о в н ы е  свойства адд ити вны х ф ун кц и й
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Аддитивная функция F(a) называется непрерывной, 
если ее значение на любом одноточечном частичном про­
межутке основного промежутка Q равно нулю, т. е. если 
для любой точки а е й  имеем .Р([а, а]) = 0 .

Рассмотренные в предыдущем параграфе функции 
1(a) и 5(ст), очевидно, непрерывны.

Приведем примеры разрывных аддитивных функции 
промежутка.

Пример 1. Функция Ес(а), определенная следующим 
образом:

£  (о) _  |0. если °  не содержит точку с, 
с 11, если а содержит точку с,

называется единичной функцией промежутка с носите­
лем с. Она описывает распределение единичной массы, 
сосредоточенной в точке с.

Покажем сначала, что Ес(а) — аддитивная функция 
промежутка а. Пусть сед . Тогда из двух частичных про­
межутков СГ[ и 0 2 , не имеющих общих точек, и таких, что 
а = аі +  а 2 , только один, например оь содержит точку с. 
Поэтому Ес(оі) =  1, Ес(а2) =0, £ с(о) =  1 и, следовательно,

Ес(о) =  Ес(оі) +  Ес(о2).

При сфа это равенство очевидно, так как все его члены 
равны нулю. Поскольку ^ ( [ с ,  с]) =  1, то функция Ес(о) 
разрывна.

Отметим, что

£ < ([* ,* !)  =  ( “ п р и д г+ с ' (1.3)11 при X — с.

Пример 2. Рассмотрим функцию
П

л* (о; , х„) =  £  mft EXk (о),
k=\

§ 4. Н е п р е р ы в н ы е  адд ити вны е ф ун кц и и  п р о м е ж у т к а

где X), Хо, ..., Хп — какие-либо точки, а nilt m2, ..., /п„ — 
положительные числа. Эта функция описывает распре­
деление масс, сосредоточенных в точках х и х2, .... хп.

Как линейная комбинация аддитивных функций 
Exk (о), функция пг(а; Х\, х2, .... хп) также аддитивна.

п



В силу равенства (1.3) имеем
П

т ([а-/, л-у], лу, л-2,..., х„)= £  mk EXk (lxhx,]) =  mh
k=i

Таким образом, функция т(а\ Х\, х%, ..., хп) разрывна.
Теорема 1.4. Линейная комбинация непрерывных ад­

дитивных функций промежутка есть также непрерывная 
аддитивная функция промежутка.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть

F (о) =  £  ak Fk (о),
fc=-i

где Fh(a) — непрерывные аддитивные функции проме­
жутка. В предыдущем параграфе было доказано, что 
F (а) является аддитивной функцией. Покажем, что она 
непрерывна.

Так как функции /Д(о) (k=\ ,  2, ..., п) непрерывны, 
то для любой точки а основного промежутка Й имеем

П
Я  [ а ,  а ] )  =  £  <xk Fk (I«> а ] )  =  0.

fc=i
Следовательно, функция F(a) также непрерывна.

Теорема 1.5. Предел последовательности непрерыв­
ных аддитивных функций промежутка есть также непре­
рывная аддитивная функция промежутка.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Fn (о) — последователь­
ность непрерывных аддитивных функций промежутка и 
F(a) =lim Fn (о). В предыдущем параграфе было пока­
зано, что F (а) — аддитивная функция. Далее, так как 
Fn{o) — непрерывные функции, то для любой точки 
a e Q  имеем

/Д[а, а]) =  lim Ж [ а ,  а]) =  limO - 0.
Следовательно, функция F(a) также непрерывна.

В дальнейшем будем считать, что основной промежу­
ток замкнут и рассматривать только непрерывные адди­
тивные функции промежутка. В силу принятого условия, 
значения аддитивной функции на произвольных частич­
ных промежутках любого вида (замкнутых, открытых 
или полуоткрытых) одинаковы, если совпадают концы 
этих промежутков. Это позволяет несколько ослабить 
определение аддитивности функции промежутка, а имен­
12



но: функцию F(o) промежутка а считать аддитивной, 
если при разбиении а на два частичных промежутка аі и 
0 2 , не имеющих общих внутренних точек, справедливо 
равенство (1.1).

§ 5. Плотность аддитивной функции промежутка

Будем считать, что переменный частичный промежу­
ток о стягивается в точке х, если х е а  и если длина 1(a) 
промежутка о стремится к пулю.

Число р называется плотностью аддитивной функции 
промежутка F(o) в точке хеО , если для любого пере­
менного промежутка о, стягивающегося к точке х, спра­
ведливо равенство

Аддитивную функцию промежутка, имеющую в точ­
ке X плотность, будем называть дифференцируемой  
в этой точке. Аддитивная функция промежутка называет­
ся просто дифференцируемой, если она дифференцируе­
ма в каждой точке основного промежутка Q. В этом слу­
чае плотность аддитивной функции промежутка являет­
ся функцией точки х, определенной в промежутке й:

Понятие плотности аддитивной функции промежутка 
аналогично понятию производной функции точки. По­
этому для плотности р{х) аддитивной функции F{o) про­
межутка о будем применять обозначения

Многие свойства производной функции точки и плот­
ности аддитивной функции промежутка сходны. В част­
ности, справедлива следующая теорема.

Теорема 1.6. Плотность линейной комбинации адди­
тивных функций промежутка равна линейной комбина­
ции плотностей этих функций с теми же коэффициен­
тами:

(1.4)

р =  р(х),  хеО .

П п

13



§ 6. Условие знакопостоянства дифференцируемой 
аддитивной функции промежутка

Теорема 1.7. Плотность р(х) неотрицательной диф­
ференцируемой аддитивной функции промежутка F(o) 
также неотрицательна.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть частичный промежуток 
о стягивается к точке х. Так как F( o ) ^ 0 ,  то
и >. 0. Следовательно,

/(о )

p(jr) =  l i m ^ - ^  0,
'  Ц°)

что и требовалось доказать.
Теорема 1.8. Если основной промежуток Q ограни­

чен, то аддитивная функция промежутка F(o) с неотри­
цательной плотностью р(х) также неотрицательна.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим, что утвержде­
ние теоремы неверно, т. е. что существует такой частич­
ный промежуток оо, для которого F(o0) <0 .  Так как мы 
условились рассматривать только непрерывные аддитив­
ные функции, то можно считать промежуток сг0 замк­
нутым.

Разобьем промежуток ст0 на два равных по длине 
замкнутых промежутка о' и а" без общих внутренних 
точек. Докажем справедливость хотя бы одного из не­
равенств

Ü E 1 < fJeA. или f J E l  <  M£üL . (1.6 )
ІЮ  Ца0) 1(а”) 1(о о) '

В самом деле, если оба неравенства не выполняются, то

F (o') >  I (o'), F (о") >  I (a")
I M  1 Ю

и, следовательно, мы бы имели

F (оо) =  F (o') +  F (a") >  [/ (o') -  I (a")l =
I (CTo)

Обозначим через oi тот из промежутков о' и а", для ко­
торого справедливо неравенство (1.6). Таким образом, 

F (щ) F (ст0) I (Сто)
і Ю  IЮ

I (ох) =

14



С промежутком о\ поступаем точно так же, как и с 
промежутком сг0. В результате определится замкнутый 
промежуток сг2, вложенный в промежуток а\, такой, что

F (аа) <  F (ctQ і (а ) =  1 ((Tl) =  1 (go)
I (о*) I (crx) ’ 2 22

Процесс деления можно продолжать неограниченно. В 
результате получится последовательность <т0, (Гц Оп,— 
вложенных замкнутых промежутков, последовательность 
длин которых

'f c > =  '- f r - * » .
F (ст„)причем последовательность —-—- отрицательная и не-
1 Ювозрастающая. По известной теореме о стягивающейся 

последовательности замкнутых промежутков существует 
одна и только одна точка х0, к которой последователь­
ность Сто, о г, ..., er«, ••• стягивается. Поэтому имеем

Нт =  р (л'о) >  О,
I (ап)

F(an)что невозможно, так как последовательность — от-
 ̂(Рп)

рицательная и невозрастающая.
Аналогично доказываются следующие предложения. 
Теорема 1.9. Плотность неположительной дифферен­

цируемой аддитивной функции промежутка также непо­
ложительна.

Теорема 1.10. Если основной промежуток Q ограни­
ченный, тЬ аддитивная функция промежутка с неполо­
жительной плотностью также неположительна.

Простым следствием теорем 1.8 и 1.10 является сле­
дующая теорема единственности аддитивной функции 
промежутка.

Теорема 1.11. Если основной промежуток Q ограни­
чен, то не существует более одной аддитивной функции 
промежутка с данной плотностью р(х).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Допустим, что Fj (о) и F2 (а) — 
две аддитивные функции промежутка, имеющие одина­
ковую плотность р(х):

dFi
dl

dF2 / \

Тогда аддитивная функция промежутка со(а) =
15



— Fi (ü)—F2(о) имеет плотность, тождественно равную 
нулю. Из теоремы 1.8 следует, что (о(о)^О, а из теоре­
мы 1.10, что со(о)^0. Поэтому а>(ст)==0 и, следователь­
но, Fi(a) — Fz(a).

г л а в а  и

ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ

§ 1. Понятие об определенном интеграле.
Теорема существования

Пусть основной промежуток Q замкнут и ограничен. 
Определенным интегралом от заданной на Q функции 
точки f(x) называется аддитивная функция F(o) проме­
жутка о =  C a ,  ß > ,  плотность которой равна f(x).  Для 
определенного интеграла применяются следующие обо­
значения:

F(o) = F ( C a ,  ß > )  =  J f ( x ) dx= f f (x)dx.  (2.1)
а а

В формуле (2.1) символ J является знаком интеграла, 
f (x) — подынтегральная функция, f (x)dx — подынте­
гральное выражение, а — промежуток интегрирования, 
а — нижний предел интеграла, ß — верхний предел ин­
теграла.

Из теоремы 1.11 следует единственность определен­
ного интеграла от заданной функции точки f(x).  Не для 
всякой функции f(x) существует определенный интеграл. 
Функция f(x),  для которой существует определенный 
интеграл, называется интегрируемой по промежутку Q.

Ниже будет доказано, что непрерывная функция ин­
тегрируема. Поэтому, чтобы не усложнять изложение, 
будем в дальнейшем всегда считать, что подынтеграль­
ная функция f(x)  непрерывна.

Теорема 2.1. Функция f{x), непрерывная в замкнутом 
ограниченном промежутке Q, интегрируема по этому 
промежутку.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Разобьем промежуток Q на 2п 
равных по длине замкнутых промежутков соі, (ог, ..., согп 
без общих внутренних точек: 1

1 (®а) =  •
k = \
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Введем в рассмотрение функцию
2п

F„ И  =- Ё  mk 1 (°Щ),
k=i

где ти — наименьшее значение фукции f{x) на проме­
жутке сD/t*; acü;t — общая часть промежутков а и иь.

Рассмотрим свойства функций /гт1(а).
С в о й с т в о  1. Функция Fn(o) аддитивна. Пусть 

ст=сті+о2, причем промежутки сгі и а2 не имеют общих 
точек. Тогда, в силу аддитивности длины промежутка, 
имеем

l(oaii) =^((cTi+cr2)a>fc) =  /(аісой+сг2со;() =
=  /((TiCOft) +/(cT2tt>ft) ■

Следовательно, функция I (oak) аддитивна. Функция 
Fn (o) является линейной комбинацией функций l(o®h) 
и поэтому также аддитивна.

С в о й с т в о  2. Последовательность Fn (o) не убыва­
ет. Процесс перехода от Fn (а) к Fn+i(o) состоит в деле­
нии каждого промежутка соь на два равных по длине 
промежутка сой и со̂ . Если обозначить через mk и т\ 
наименьшие значения функции f(x) на промежутках coj 
и cô  соответственно, то получим

т. тk’ mk < Ч>

так как с сужением промежутка наименьшее значение 
функции может только расти. Поэтому 

2 п
Fn+l (о) =  2  [mk l (а©;) +  nikI (а®;)] >

k = \

2п

>  2  [ V  (<Ч) +  m k 1 (<Ч)] =

2П 2п
=  £  mk [1 (°Ч) +  1 (°Ч)] =  2 (owft) =  Fa (о),

k=i ft—i

что и требовалось доказать.

* Как известно, функция, непрерывная на замкнутом ограничен­
ном промежутке, принимает иа этом промежутке как наименьшее, так 
и наибольшее значение.
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С в о й с т в о  3. Последовательность Fn(o) ограниче­
на сверху. Обозначим через М наибольшее значение 
функции f(x) па промежутке Ü. Из соотношений

■іп чп
F„ (о) =  У nik I (осо;.) <7Vf У I (стсоЛ) =  Ml  (ой) =  All (а)

к = 1 к— 1

следует, что последовательность Fn (o) действительно ог­
раничена сверху.

Как известно, ограниченная сверху неубывающая по­
следовательность имеет конечный предел. Поэтому су­
ществует функция

F(o) = lim  Fn(o),

которая аддитивна как предел последовательности ад­
дитивных функций. Покажем, что функция F(a) являет­
ся определенным интегралом от функции f(x),  т. е., что

dF с / \ — =  Т(х).dl '
(2.2)

Пусть X — произвольная точка промежутка Q и ст— час­
тичный промежуток, содержащий точку х. Имеем

о"

I (о) =  2  I (осой),
Л = 1

Поэтому
(yFl

f  (х) I (о) — F„ (о) =  / (*) S  1 (а^к)— І  mk1 (ощ) =
k=i k=\

=  'LU(x) — mk]l(aak).
k=i

(2.3)

Следует отметить, что выражение l(<sсо*) отлично от 
нуля только для тех промежутков иь, которые имеют 
с промежутком о общие внутренние точки. При этом 
только два из них могут не принадлежать целиком про­
межутку о. Обозначим их через со' и со". Тогда равенст­
во (2.3) можно записать в виде

f (х) I (о) — Fn (а) =  £  [f (х) — mk] I (ш А) +
соАСа

+  [/ (х) — tn'\ I (сто/) 4- [/ (х) — m"] I (стсо"),
18



где in' и т" наименьшие значения функции f(x) на про­
межутках со' и с,/' соответственно. Отсюда следует, что

I fix) I (а) — Fn (а) I <  V | f (х) — тк 1I (асоА) +
ш&са

+  I / (х) — т' 11 іа®') +  I /  (х) — т" 11 (асо") <
<  [М (а) — т (а)] £  / (асо*) +  | f (х) — т' 11 (aco') -f 

м/Л <т

+  I f (х) — т" 11 (асо"),

где М(а)  и т(а)  — наибольшее и наименьшее значения 
функции f (х) на промежутке а. Так как

чп

2 1 (асй* ) <  2 1 (™k) =  I (er), I (огсо') <  /  (со') =  ,

/ (асо") << / (со") =  >

то имеем
I f ix) I (о) — F„ (a) I <  [M (a) — m (a)] / (a) +

+ \f(x) — m'\ l- ^ ~  -b \f(x) — m" I l- ^ ~  .

Отсюда при n->-oo получим:
\ f ( x ) l ( a ) - F ( a ) \  ^  [M (o)- m ( a ) ] l ( a )  

Разделим последнее неравенство на 1(a):
F(P)
I (ст)

■fix) М (а) — т(а).

В силу непрерывности f(x) имеем
Іігп т(а) — lim М (a) =  f(x). 

Ңо)-~ 0 1(а)-> о

Поэтому из неравенства (2.4) следует, что

lim =  f (X),
I (ст) ’ ’

т. е. равенство (2.2). Теорема доказана.

(2.4)
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§ 2. Распространение аддитивной функции 
и определенного интеграла 

на отрицательные промежутки

До настоящего параграфа считалось, что для проме­
жутка о = С а ,  ß >  всегда a ^ ß .  В дальнейшем не будем 
придерживаться этого ограничения. Иными словами,, 
для промежутка a = < a ,  ß >  может быть a < ß , a= f*  
и a > ß .  В первом случае промежуток о называется по­
ложительным, во втором — нулевым, а в третьем — от­
рицательным. При этом точка а  называется началом 
промежутка о, а точка ß — его концом.

Выше приводилось определение аддитивной функции 
неотрицательного промежутка. Распространим это опре­
деление на множество В (£2) всех (положительных, отри­
цательных и нулевых) частичных промежутков проме­
жутка £2.

Функция F(o),  определенная на множестве B(Q)r 
называется аддитивной, если для любых трех точек а, ßf 
у основного промежутка £2 справедливо равенство

F{<a,  ß > ) = / 7( < a ,  y > ) + F ( < y ,  ß > ) .  (2.5)

Пример 1. Функция l(o) =  / ( < a ,  ß > ) = ß —а (назы­
ваемая величиной промежутка о) является аддитивной. 
В самом деле,

Г( <  а, ß > )  =  ß— а =  (у— а) +  ( ß— у) =

==І( < a, Y > ) + / ( < 7 ,  ß > ) .
Пример 2. Пусть Ф(х) — функция точки х, опреде­

ленная на промежутке £2. Тогда функция F(<ia, ß > )  =  
=  ® (ß)—Ф(а) является аддитивной. Доказательство 
этого предложения аналогично доказательству, прове­
денному в примере 1.

Теорема 2.2. Для того чтобы определенная на мно­
жестве В (Q) всех частичных промежутков промежутка 
Q функция Р(о) была аддитивной, необходимо и доста­
точно, чтобы:

1. Функция F(a) была аддитивной на множестве 
Л (£2) неотрицательных частичных промежутков проме­
жутка £2;

2. Для любых точек а и ß промежутка £2 было спра­
ведливо равенство

F « a ,  ß » = - F « ß ,  a > ) .  (2.6)
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть сначала функция /Да) 
аддитивна на множестве В( й). Тогда для любых трех 
точек а, ß, у выполняется равенство (2.5). В частности, 
оно справедливо для a ^ y ^ ß ,  что означает аддитив­
ность функции F{o) на множестве Л(П).  Полагая в ра­
венстве (2.5) a =  ß и учитывая, что F(<.a, а > )  =0, имеем

0 = / Д < а ,  у > ) + / 7( < у, а > ) .
Полученное равенство аналогично равенству (2.6) 
с той лишь разницей, что ß заменено на у.

Пусть теперь функция F(a) удовлетворяет услови­
ям 1 и 2. Тогда для нее справедливо равенство (2.5) при 
a ^ y s g ß , так как в этом случае промежутки < а ,  ß > ,  
< а ,  у >  и < у , ß >  неотрицательны.

Предположим теперь, что точка у лежит вне проме­
жутка < а ,  ß > ,  например, a ^ ß < y .  Тогда, в силу не­
отрицательности промежутков < а ,  у > ,  < а ,  ß >
и < ß , у > ,

F{ <a ,  y> )  = F (< .a , ß > ) + f  (< ß , y > ) .  
Отсюда, в силу равенства (2.6), имеем

F « a ,  ß > )  = F ( < a ,  y > ) —/?(< ß , у > )  =
= /* '(< а, y > ) + F ( C y ,  ß > ) .

Полученное равенство аналогично равенству (2.5).
Точно так же доказывается справедливость равенст­

ва (2.5) для других случаев взаимного расположения то­
чек а, ß, у.

Доказанная теорема позволяет распространить адди­
тивную на множестве неотрицательных промежутков 
функцию F(a) на множество всех промежутков с сохра­
нением аддитивности. Такое распространение произво­
дится при a ^ ß  с помощью равенства (2.6).

В частности, с помощью равенства

Üf ( x ) dx =— $f(x)dx (2.7)
ß а

определенный интеграл распространяется на множестве 
всех промежутков.

В дальнейшем будем считать такое распространение- 
уже произведенным и рассматривать определенный ин­
теграл как аддитивную функцию, заданную на множест­
ве всех промежутков и имеющую плотность, равную по­
дынтегральной функции.
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Используя теорему 2.2, можно по формуле (1.4) для 
плотности аддитивной функции промежутка получить, 
что при стягивании промежутка а к точке х

,. F (er) F (< a ,ß " > )  , /о  ö\l im——  =l i m—-----— ' =  p (-y). (2.8)
~(a) ß - a

§ 3. Свойства определенного интеграла

Приведем свойства определенного интеграла, являю­
щиеся непосредственными следствиями его аддитив­
ности.

1. Определенный интеграл от линейной комбинации 
■функций точки равен, линейной комбинации определен­
ных интегралов от этих функций с теми же коэффициен­
тами:

] £  h  (х) dx = £  ak j  fk (X) dx. (2.9)
а  k = l  fe=l а

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По определению определенно­
го интеграла левая часть этого равенства есть аддитив­
ная функция промежутка, причем

П П
j  £  «ft fk (*) dx =  £  ak fk (*)•

а k — l k = l

Правая часть равенства (2.9) также является аддитив­
ной функцией промежутка, причем

П П
-^ -  £  «* J М *) <** =  £  j  fk М dx =

k ^ l О k=\ О
п

=  £ “* fk (х).
А=1

Таким образом, обе части равенства (2.9) являются ад­
дитивными функциями с одинаковыми плотностями. По 
теореме единственности они равны.

2. При перестановке верхнего и нижнего пределов ин­
тегрирования знак интеграла меняется на противопо­
ложный

$f (x)dx=  — \ f (x)dx.  (2.10)
Р «
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3. Для любых трех точек а, ß, у основного промежут­
ка й справедливо равенство

) f ( x ) d x =  ) f(x)dx-\- (f(x) dx. (2.11)
а а у

§ 4. Существование первообразной функции 
для непрерывной функции

В дальнейшем букву х в определенном интеграле 
f f (x)dx будем называть переменной интегрирования.
О
Так как величина интеграла есть функция промежутка 
о, то переменную интегрирования можно обозначать лю­
бой буквой, например і:

U ( t ) d t =  M( x) dx-
а а

Докажем следующее предложение.
Теорема 2.3. Если функция f(x) непрерывна в основ­

ном промежутке Й, то она имеет на этом промежутке 
первообразную функцию Ф(х), т. е. такую что

ф'(х) = /(* ) .  (2.12)
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как функция f(x) непре­

рывна, то существует определенный интеграл

Е(о) =  ( f ( t ) d t =  J f(i )dt  ( о = < а, ß > ) .
о а

Рассмотрим функцию точки х:
Ф  (х) =  f f(t) dt,

а.

называемую интегралом с переменным верхним преде­
лом. По третьему свойству интеграла

jt-J-Дл: л:
Ф (.ѵ+Д.ѵ) —Ф (х) =  I f ( t )dt— \ f ( t )di  —

а а
V Л’^ Д Х  А' ^“^~Да

=  \ f ( t ) d t +  $ f ( t ) d t - $ f ( t ) d t = )  f{t)dt.
а х а х

Величина промежутка а— {х, х-\-Ах\ равна Ах. Так 
как плотность интеграла равна подынтегральной функ­
ции, то

1іт Ф (.V +  Ал-) -  Ф (.V) — - J -  = f  (X)' (2.13)
Ах-о Ах dl J

а
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Таким образом, для интеграла с переменным верх­
ним пределом доказана справедливость формулы (2.12), 
•следовательно этот интеграл является первообразной 
для функции f(x).

Отметим, что существование первообразной для 
■функции f(x) означает существование неопределенного 
интеграла j f (x)dx.

§ 5. Формула Ньютона —  Лейбница

Теорема 2.4. Если функция f(x) непрерывна в основ­
ном промежутке Q, то справедлива формула Ньюто­
на—Лейбница

H ( x ) d x = (D (ß)-(D(a), (2.14)
а

где Ф ( х ) — любая первообразная для функции f (х) .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  В обеих частях равенства 

(2.14) находятся аддитивные функции промежутка а =  
=  < а ,  ß > .  Поэтому для доказательства справедливо- 
■сти этого равенства достаточно убедиться в том, что обе 
эти аддитивные функции имеют одинаковую плотность. 
По определению интеграла имеем

ß

[  f (х) dx = f (X).
а

Применяя формулу конечных приращений, получим 
ф (р )-ф (с с )= ф '(с )  (ß—сс) =f (c)  (ß—а ) ,

тде с — точка, принадлежащая интервалу а =  (а, ß). 
Пусть теперь х е о . Тогда, поскольку функция f(x) в точ­
ке X непрерывна, имеем

■jr [Ф(ß) - Ф И1 =  Пш .Ф.(Ё ^ Фfa) =  Hm f(c) = f (X). 
dl на)-о fl — а с-*х

Таким образом, 
ß

~ I f  { х )  dx =  - T T {<D (ß) - ф (а)] =f  { х ) ■
а

Теорема доказана.
Выражение ® (ß)—Ф (а), равное приращению функ­

ции Ф(х) на промежутке [а, ß], обозначается символом
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Ф(х) Тогда формулу Ньютона—Лейбница можно за­
писать следующим ооразом:

ß ß
\ f ( x ) d x  = G>(x) j. (2.15)

а а

Например, функция Ф(л') =  —  х3 является первооб-
3

разной для функции f ( x ) — x2. Поэтому

I* X2 dx =  ^ Ü
3

_0з_

3

§ 6. Замена переменной интегрирования (подстановка) 
в определенном интеграле

Теорема 2.5. Пусть функция f(x) непрерывна в ос­
новном промежутке Q оси Ох, а функция лг=ср(<) опре­
делена в замкнутом промежутке Н оси Т и, кроме того:

1) при t ^ H  значение функции jc=cp(£)eß;
2) функция ср (/) имеет в промежутке Н непрерывную 

производную ср'(£).
Тогда для любых точек а и ß промежутка Н справед­

ливо равенство
ф(Р) ß

j / (х) d x = ) f  (Ф (/)) ф' (t) dt. (2.16)
Ф(и) а

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим интеграл с пере­
менным верхним пределом

ф(0 *
Ф ( / ) =  С f {x )dx=  i f(x)dx.

ф ( а )  Ф ( а )

По правилу дифференцирования сложной функции 

Ф '(0 =  ( | f(x)dx)'x-x't = f ( x ) -х] = /(ф (0 )ф '(0 -
Ф (а)

Применяя формулу Ньютона—Лейбница, получаем
ß В Ф(<) ß
Н ( ф ( 0 ) ф '( 0 ^ = Ф ( 0  Г =  J f (x)dx\  =
а а Ф Іа) а

Ф(Р) Ф (а ) Ф(Р)
=  f f (x)dx— f f ( x ) dx=  f f(x)dx.

Ф (а ) Ф (а ) Ф (а )

Справедливость формулы (2.16) доказана.
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Пример. Вычислить интеграл J V  а2— x2dx.
»

Р е ш е н и е .  Применим подстановку ,v=asinT Так 
как XI /=о= О, XI t=n/ 2  =  а, то

а я/2
j* У  а2 — X2 dx =  j  Y  а2 — a2 sin21 а cos t dt —

я/2 я/2
=  а2 \ cos2 tdt =  —  j (1 +  cos 21) dt =

o' и

a2 sin 21 ’
T  ( ' 2

Я/2

=  —  a\

§ 7. Интегрирование по частям в определенном 
интеграле

Пусть функции и(х) и ѵ(х) имеют непрерывные про­
изводные в промежутке Q. Тогда функция Ф(х) = 
=  и(х)ѵ(х) является первообразной для своей произ­
водной'

ф'(л:) =и' (х)  ѵ(х) -\-и(х)ѵ' (х) .
Поэтому по формуле Ньютона—Лейбница имеем 

ß ß
j  [u' (x) V (x) -!- и (x) v' (a-)] dx =  и (x) v (x) | ,
а а.

откуда
ß ß ß
f и (at) v' (x) dx =  и (x) V (x) I ■— f V (x) u' (x) dx.

а  а  а

Учитывая, что v' (x )d x= d v , и' (x )d x= d u , можно полу­
ченную формулу записать так:

ß ß ß
\udv =  uv\ — \ vdu. (2.17)
а а â

Это и есть формула интегрирования по частям в опреде­
ленном интеграле.

Пример. Вычислить интеграл j (х+1 )e~xdx.
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Р е ш е н и е .  Внесем е~х под знак дифференциала 
и воспользуемся формулой интегрирования по частям. 
Тогда имеем

I X

j  (х +  1) е~х dx •= — j (л* +  1) de~x= — (x -j- 1) e 
и о

+

+  j  e Xd(x +  1) =  — 2e 1 -{- 1 +  je  x dx =
и 0

1

=  — 2e +  1 — e - 2e  ̂+  1 — e~' +  I = 2 ---- -

§ 8. Основные неравенства для определенного 
интеграла

Теорема 2.6. Если f ( x ) ^ g ( x )  и промежуток о несі- 
рицательный, то

.( f ( x ) d x ^  ( g(x)dx.  (2.18)
6 б

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Положим a ( x ) — f(x)—g(x).  
По теореме 1.8, учитывая, что плотность интеграла 
ш(д:)^;0, имеем

f со (дг) dx >  0.
G

Или, иначе,
3' U(x)—g( x ) ] dx^ 0 .

Отсюда следует справедливость неравенства (2.18).
Очевидно, что для отрицательного промежутка о знак 

неравенства в (2.18) изменится на противоположный.
Теорема 2.7. Справедливо неравенство

I ( f ( x)dx | < |  1' \ f (x) \dx\ .  (2.19)
а а

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим сначала, что 
промежуток неотрицательный. Так как f ( x ) ^ \ f ( x ) \  и 
—f (x) ^ \ f ( x ) \ ,  то по теореме 2.6

J f (х) dx <  j' I f (х) I dx, — J /  (х) dx =  \{—f(x)) dx <
°  о a а

<  J I f(x) I dx.

27



Так как)'f (x)dx  и.Г—f (x)dx отличаются только знаком,
о а

а Л  f (x) \ dx  неотрицательный, то последние неравенст-
СГ

ва равносильны соотношению
I J’ / (х) dx I .<(' |/(лг) I d x =  U lf  (*) I dx | .

а а а

Таким образом, для неотрицательного промежутка 
справедливость неравенства (2.19) доказана.

Для отрицательного промежутка а неравенство
(2.19) получается изменением знаков перед интеграла­
ми, что не меняет их абсолютных величин.

§ 9. Теорема о среднем значении функции точки

Выражение

а

называется средним значением функции f(x) на проме­
жутке <сс, ß > .

Теорема 2.8. Среднее значение на промежутке 
< а ,  ß >  непрерывной функции равно ее значению в не­
которой внутренней точке этого промежутка.

Приведем два доказательства этой теоремы.
Д о к а з а т е л ь с т в о  1. Пусть Ф (х )— первообраз­

ная функция для функции f(x).  Применяя формулу 
Ньютона—Лейбница и формулу конечных приращений, 
получаем:

—!— Г /  (х) dx =  =  Ф' (с) =  f (с), (2.20)
ß —  а ,) ß —  а

а

где с — точка интервала (а, ß). Именно это равенство 
нам и требовалось доказать.

Д о к а з а т е л ь с т в о  2. Пусть сначала а < ß. Без 
ограничения общности можно считать промежуток ин­
тегрирования замкнутым. Обозначим через /п и М соот­
ветственно наименьшее н наибольшее значения функции 
на промежутке [а, ß]. При a ^ x ^ ß  имеем

m^. f ( x )  ^ М .
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Применяя теорему 2.6, получаем:
ß ß ß

т (ß — а) =  j' mdx <  j' f  (x) dx <  j’ Mdx =  Л4 (ß — а).
а а а

Отсюда
ß

т < ------ ( / (лг) dx ■< уИ.
ß — а  J

а

Для непрерывных функций любое число, заключен­
ное между двумя значениями функции, есть также зна­
чение функции в точке, лежащей между соответствую­
щими значениями аргумента.

Итак, доказано, что среднее значение функции заклю­
чено между наименьшим и наибольшим значениями 
функции на промежутке [а, ß]. Поэтому справедливо 
равенство (2.20), где с — точка интервала (а, ß).

Пусть теперь a > ß . Применяя равенство (2.20) к по­
ложительному промежутку [ß, га], получаем 

ß 01

— 1 / (х) dx =  —Ц - U{x)dx  = f  (с), р — а J а — ß J
а (3

где точка с лежит между а и ß. Теорема доказана пол­
ностью.

§ 10. Интегральные суммы и их предел

Рассмотрим в промежутке £2 ограниченную функцию 
f(x).  Пусть сг=[а, ß] — замкнутый частичный промежу­
ток промежутка £2. Разобьем промежуток о на п частей 
с помощью точек деления х0= а , хи х2, ..., хп-и  x„ =  ß. 
Нумерация точек производится от начала промежутка а 
к его концу ß. Таким образом, для положительного про­
межутка нумерация производится слева направо, а для 
отрицательного — справа налево (рис. 4). Точки деле­
ния разбивают промежуток о на п частичных промежут­
ков aft=[xft_ 1 , Xk] {k— \, 2, ..., п). Выражение

5 =  X'J Ы
ft=i

где rift — произвольная точка промежутка oft и Axk=  
— Xk—Xk-\ — величина промежутка ол, называется ин­
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тегральной суммой или суммой Римана для функции 
f(x) по промежутку а.

Число / = / ( а )  называется пределом интегральных 
сумм S, если для любого е > 0  найдется б > 0  такое, что 
из неравенства ?ъ=тах | Дхь| < 6  следует неравенство

|5 —/ | < е . (2.21)
----1------------ 1------------ 1------------------- 1------------- 1------  XХр О .Xi X2 X/J-1

Х-п Р Хр.;
Н----------- 1----------- 1----- X
X, X, а=х.

Рис. 4

Теорема 2.9. Если функция f(x) непрерывна в про­
межутке Q, то для любого его замкнутого частичного 
промежутка ст справедливо равенство

lim S =  lim Yi f (1lfc) &xk= j  f(x)dx.  (2.22)
к 1 <T

Д о к а з а т е л ь с т -  
B о. При доказательст­
ве этого предложения 
используется следую­
щая теорема Кантора: 
если функция f(x) не­
прерывна в замкнутом 
ограниченном проме­
жутке о, то для любого 
е > 0  найдется б > 0  та­
кое, что из неравенства 
\х'—х" I <  б следует
неравенство |/(.х') — 
—f ( x" ) \ <e ( x '  и х"<=
е о ) .

Пусть е — произвольное положительное число. По 
теореме Кантора можно найти б > 0  такое, что для всех 
точек х'  и х" промежутка о, расстояние между которыми 
меньше б, справедливо неравенство

IffcO-/(* " )!  < 7 7 7 -  (2-23)I (а)
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Выберем теперь точки деления хк (6 = 0 , 1, п) так, 
чтобы |A*fc|<;6. Тогда расстояние между двумя любы­
ми точками любого частичного промежутка а& будет 
и подавно меньше б, следовательно, для значений функ­
ции в этих точках справедливо неравенство (2.23).

Из аддитивности интеграла и теоремы о среднем зна­
чении функции следует, что

J /  (х) dx =  V; J f  (x) dx = £  /  (cft) (xk — **_,) =
ö !i ] Ok

я

=  "Lf(ck)^xk,
A=1

я
где ck — точка промежутка ок. Отсюда, так как £  |ДлгА| =

А=1я
= I (ок) — I (а), имеем

А-=1
я п

S — j  f  (X) dx\ =  I £  f (tu) Axk — 2  /  (ck) Axk =
О k=l

Я

=  |Ц  І / Ы  — / М  a* J < £ | / ( % )  —
* = i  ft=i

- / ( ft ) l N <  T ^ y S  |Адг*|=е.

Таким образом, справедливость равенства (2.22) ус­
тановлена и теорема доказана.

Г Л А В А  ill

ПРИЛОЖЕНИЯ ОПРЕДЕЛЕННОГО ИНТЕГРАЛА

§ 1. Площадь плоской фигуры 
в декартовых координатах

Найдем площадь S фигуры, расположенной в пло­
скости хОу, проекцией которой на ось Ох является про­
межуток Q = [a , b] (рис. 5). Обозначим через 5(a) пло-
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щадь части фигуры, лежащей над частичным промежут­
ком а промежутка П. Очевидно, что 5(a) есть аддитив­
ная функция промежутка а н что 5 =  5(Q).

Пересечем фигуру 
прямой, параллельной 
оси Оу и проходящей 
через произвольную 
точку X' промежутка Q. 
Допустим, что известна 
длина і(х) поперечного 
сечения фигуры, п пред­
положим, что эта функ­
ция непрерывна. Так 
как значение функции 
5(a) на одноточечном 
промежутке равно ну­
лю, то можно считать 
а замкнутым проме­
жутком.

Обозначим через 
пі(о) и М(а) наимень­
шее и наибольшее зна­
чения функции Ңх) на 
промежутке а. Очевид­
но, что площадь 5(a) 
заключена между пло­
щадями прямоугольни­
ков с основаниями 1(о), 
высотами т(а) нУИ(а), 
т. е.

т (а) 1(a) s£;5(a) ^ М (а ) /(а ) .

Пусть теперь промежуток а стягивается к точке х. 
Так как t(x) ■— непрерывная функция, то в этом случае 
m(o)-*-t(x) и Л4(а)->Дх). Поэтому

—  = l i m - ^  =  t(x). dl l(a) w

Отсюда следует, что

"" 5(a) =  J t(x)dx. (3 . 1 )
<J
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В частности,
5 =  f t(x)dx.

Q
Пример I. Вычислить площадь плоской фигуры, ог- 

раниченной линиями у — х2, у = Ѵ х (рис. 6 ).
Р е ш е н и е .  Так как фигура проектируется на отре­

зок Q = [ 0 , 1 ] и длина ее поперечного сечения t(x)= ч 
=  У х —А'2, то

1 1

j  t (*) d* =  J ( У
ü О

X— л-2) dx =

= ( ^ х * /2 2

3
j _ ___ 1_
3 _  3

Пример 2. Вычислить площадь фигуры, ограничен­
ной эллипсом с полуосями а и Ь.

Р е ш е н и е .  Направим оси прямоугольной системы 
координат по осям эллипса (рис. 7). В выбранной систе­
ме координат уравнение эллипса является канониче­
ским:

— + —  =  1 , а2 62

или

у = ±  — У  а2 —  X 2 . 
а

Знак «-}-» берется для верхней половины эллипса, знак 
«—» — для нижней половины эллипса.

В нашем случае t(x) = 2 —  У  а2 — а2, £2 = Г —а, а],
а

поэтому
а

5 =  2 - y j  y W = # d x .

Воспользуемся подстановкой x =  as in/ .  Тогда dx=s 
=  acostdt и при х =  —а имеем t=  —я/ 2 , при х — а име­
ем і= я/2 . Следовательно,
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____________  П/2

5 =  2 ab J  Y 1 — sina t cos tdt =  2 ab J  cos2  tdt =
—Л/ 2  —Я/ 2

n/2

=  aö j* ( 1  +  cos2t)dt = ab —sin 2t

-Я/2

-  nab.
- Л / 2

§ 2. Площадь плоской фигуры 
в полярных координатах

Рассмотрим на полярной плоскости г, ср плоскую фи­
гуру, ограниченную лучами <р=а, ц>=Ь (а<Ь) и непре­
рывной линией г = г ( ф) (рис. 8 ). Такую фигуру принято 
называть сектором. Если r=r(q>) = R , то сектор являет­

ся круговым и его площадь 5кр, как известно, вычисляет­
ся по формуле

5кр= Y R2(~b~ a)-
Найдем площадь 5 произвольного сектора. Обозначим 
через S{o) (ст=[а, ß]) площадь части сектора, ограни­
ченную лучами ф = а  и cp=ß ( a ^ a C ß ^ è ) . Очевидно, 
что S  (а) — аддитивная функция промежутка а и что 
S = S (Q ) (Q =  [а, b]).

Пусть т(о) и М (о )— соответственно наименьшее 
и наибольшее значения радиуса г(<р) на промежутке о. 
Очевидно, что площадь S(o) заключена между площа­
дями круговых секторов с радиусами т(о) и М(о) и с 
раствором ß—а. Иначе,

- y m (o f (ß -a )< 5 ( f f )  < - у  M(a)2(ß— а).
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Пусть теперь промежуток а стягивается к точке ф 
промежутка Q. В силу непрерывности функции г(ф) име­
ем ш(а)-»-г(ф), М(а)->г(ф), поэтому

_ ^ _ = 1 іт А ^  =  -і_ г® (Ф),
dl ß — a  2 47

откуда
ß

5 (о) =  -у  j  г2  (ф) с!ф. (3.2)
а

В частности,
ь

5 =  -у  j  r2dy.
а

Пример. Найти пло­
щадь фигуры, ограничен­
ной лемнискатой Бернул­
ли Рис. 9

(х2~\-у2)2= 2а2ху. (3.3)
Р е ш е н и е .  Выведем полярное уравнение лемниска­

ты. Для этого в равенстве (3.3) положим х=гсоЭф, 
г/=гзіпф. После несложных преобразований имеем

r2= a 2 sin2  ф.
По этому полярному уравнению строим лемнискату 

на полярной плоскости (рис. 9). Лемниската симметрич­
на относительно полюса, следовательно,

5 =  2-
я /2  я/2

j  г2 dq> =  a 2  j” s
Я /2

sin 2 ф е?ф = ---- — cos 2 ф =  аа.

§ 3. Вычисление объема тела

Пусть в пространстве задано тело, проекцией которо­
го на ось Ох является промежуток Q = [a , è] (рис. 1 0 ). 
Найдем объем V этого тела.

Допустим, что известна функция 5(х), равная пло­
щади поперечного сечения тела плоскостью, перпенди­
кулярной оси Ох и проходящей через произвольную точ­
ку X промежутка Q. Допустим также, что функция S(x) 
непрерывна. Обозначим через У (с) объем части тела,
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проектирующейся на замкнутый частичный промежуток 
а промежутка £2. Очевидно, что V(о) — аддитивная 
функция промежутка а.

Обозначим через т(о) и М(о) соответственно наи­
меньшее и наибольшее значения площади поперечного 
сечения S(x) над точками промежутка а. Очевидно, что 
V(а) заключен между объемами прямых цилиндров с ос-

Рис. 10

йованиями т(о) и М(а) и с высотами, равными 1(a). 
Таким образом,

m(a)l(o) s£ V (aX A f(a )/(a ).
Отсюда

dV , .  V (а) „ ,  . 1 г  \—  = lim ——  =  5 m  (x fa ),dl I (а) V / V ч. /.

следовательно,
V ( a ) =  .f S(x)dx. (3.4)О

В частности,
V =  J S(x)dx.

Q
Телом вращения называют след от вращения плоской 

фигуры вокруг оси, лежащей в плоскости фигуры.
Найдем объем тела, образованного вращением вокруг 

оси Ох криволинейной трапеции, ограниченной линиями, 
уравнения которых х= а , х= Ь  (а< Ь), у — 0  и y = f(x )  
(рис. 11). Поперечное сечение этого тела плоскостью, 
перпендикулярной оси абсцисс и проходящей через точ­
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ку X промежутка [а, ft], есть круг радиуса |f (* ) |, по­
этому

5 (х) =  n f(x )2.
По формуле (3.4) получаем

Ѵ = л  j f(x )2d x = n  J- y2dx. (3.5)
a a

Пример. Найти объем тела, ограниченного эллипсои­
дом с полуосями а, Ь, с.

Р е ш е н и е .  Направим координатные оси Ох, Оу, Oz 
по осям эллипсоида (рис. 12). В выбранной системе ко­
ординат уравнение эллипсоида является каноническим:

я2

а2
(3.6)

При этом проекцией данного тела на ось Ох является 
промежуток [—а, а], поэтому

V = f  S(x)dx.

Сечение тела плоскостью, перпендикулярной оси Ох 
и проходящей через точку х  промежутка Q, ограничено 
эллипсом. Каноническое уравнение этого эллипса полу­
чится, если в уравнении (3.6) член х2 /а 2  перенести впра­
во и разделить полученное уравнение на 1—х2 /а2. Таким 
образом, уравнение эллипса имеет вид

+ =  1.
6 2 ( 1  — *2 /а2) с2 (1 —  х 2/а 2)
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Следовательно, полуоси эллипса b '= b  У 1—х2/а2, с '=  
=  с Ѵ \  —х2/а2. Применяя найденное ранее выражение 
для площади фигуры, ограниченной эллипсом (см. при­
мер 2 , § 1 ), получаем:

5 (х) =  лV с’ = nbc J 1  — .

Таким образом,

V = nbc j   ̂1 — j dx =  яbc ---- j — nabe. 
3

§ 4. Длина пространственной линии

Вычислим длину L пространственной линии Г, задан­
ной параметрическими уравнениями

x = x ( t) ,  y = y ( t) ,  z — z{t) (as^ts^b ). (3.7)

При этом предполо­
жим, что:

1) соотношения (3.7) 
реализуют взаимно од­
нозначное отображение 
промежутка й = [ а ,  b] 
на линию Г;

2 ) функции x(t), 
у (і) , z(t) имеют в й 
непрерывные производ­
ные.

Обозначим через 
L(a) длину части Г (а) 

линии Г, прообразом которой служит частичный замкну­
тый промежуток о промежутка й. Очевидно, что L ( g ) 

является аддитивной функцией промежутка а.
Разобьем промежуток о =  [а, ß] на п частей точка­

ми і0=<х, tu t2, ..., /n =  ß (^ o < * i< --< ^ i- i< fn ) . Точке 
деления th промежутка а отвечает на линии Г (о) ее точ­
ка деления Mh{x{th), y(tk), z(th)) (рис. 13). Соединим 
соседние точки деления линии Г (о) отрезками прямых. 
В результате получится ломаная линия Гп, вписанная 
в линию Г(а). Длина L„ этой ломаной равна сумме длин 
ее прямолинейных отрезков (звеньев ломаной):

Рис. 13
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(3.8)и  -  2

ft=i
Применяя формулу расстояния между двумя точками 
в декартовом пространстве и формулу конечных прира­
щений, получаем:

=  V х' (Ck  ̂+  y' (dk)2+ z'(ekf  Atk, (3.9)
где Cfc, dh, eh — точки промежутка [tk-u  4 ], Ath = 
=  th—tk- 1 — длина промежутка [Д_і, tu]- Из равенства
(3.9) следует, что

V А  ( < 0  +  А  И  +  А  (°) Atk <  Mk-l Mk <
У  Вг fa) +  В2 fa) -f- В3{а) Аtk, (3.10)

где Л Да), Л2(а)> Лз(а) — наименьшие значения функ­
ций X' (t)2, y '( l)2, z '( t)2 на промежутке о; В і(<т), В 2(а),  
В3{о) — наибольшие значения тех же функций на том 
же промежутке. П

Учитывая, что У, Аtk — I (а), а также равенство (3.8)
ft=i

и неравенство (3.10), имеем
V  А  fa) +  Л2 (а) +  А3 (а) I (а) <  Ln <

■^V-ßifa) +  В2(о) +  В3(а) /(а). (3.11)
Длина Ln ломаной линии Г„ при сближении сосед­

них точек деления Д промежутка а приближается к дли­
не L(a)  линии Г(сг), т. е. при условии, что все АД одно­
временно стремятся к нулю

L(o )  = lim  L n.
Поэтому из неравенства (3.11) следует неравенство 

V  А  (а) +  Л2 (а) +  А3 (а) I (а) <  L (а) <
<  Ѵ В Х (а) +  В2 (а) +  В3 (а) I (а),

или
V А  fa) +  А  fa) +  А  fa) -К , 1 1 'СI (а)

Д Вг (а) -f- Во (а) -f- В3 (а).
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Так как функции x '( t) z, y '( t)2, z '( t)2 непрерывны, то 
при стягивании промежутка 0  к точке t промежутка Q

lim Л! (о) = l i m ß i ( 0 ) = х ' (t)2, lim А 2  (0 ) = lim  B2(o) =
= y '( i ) \  lim Л3 (0 ) =lim  Bs(a) = z '( t)2.

Поэтому

—  =lim =  1 *' ( tf  +  у' ( t f  +  z' ( t f .dl I (CT) ’ ' '  a ’

Отсюда следует, что
L (а) =  j  V  V W T ¥ W T * W  dt. (3.1 2 )

0

В частности,
ь

L=  f V x ' (t f  +  y' { tf +  z' ( ff  dt.
а

Пример. Найти длину одного витка винтовой линии 
x = acost, у= а sin t, z = bt (0 ^ / ^ 2 я).

Р е ш е н и е .  По формуле (3.12) находим
2 л __________________________ 2 л  __________________________________________________________

L =  j* у х ‘-\- £/'"+ z* dt — I  у  а2 sin31 -\- cP cos2 t -\-Ъ2 dt — 
b oJ

2л
=  [ V a 2 +  b*dt =  2лѴа* +  b2.

§ 5. Длина плоской линии

Допустим сначала, что плоская линия Г задана пара­
метрическими уравнениями x= x(t) , y= y(t) (a^Ztts^b). 
Длина L этой линии находится по формуле (3.12) при 
z =  0

L =  j  W  ( tf +  g' (t)2dt. (3.13)
а

Пусть теперь линия задана явным уравнением у — 
= f(x )  (a^lx^Zb). Полагая x = t,  получаем параметри­
ческие уравнения линии Г:

x = t, y = !( t)  (a s^ ti^b ).
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Воспользовавшись формулой (3.13), получаем

L =  f У Т + T f f l d t  = j V T + T W d x  =
а M

=  (3.14)
а

Пусть, наконец, линия Г задана полярным уравнени­
ем г = г ( ф) ( а ^ ф ^ й ) .  Применяя формулы преобразо­
вания полярной системы координат в декартову (х=  
= г с оьф, у — г эіпф), получаем параметрические уравне­
ния линии Г:

х= г(ф ) cos ф. г/=г(ф) sin ф,
где ф — параметр.

По формуле (3.13) имеем
ь _____

L = I V 4 + y'vd{р-
а

Далее
лгф =  гф cos ф — г sin ф, у'ѵ =  г9 sin ф +  г cos ф.

Итак,
V +  У? =  ( г'ѵ cos Ф — г sin ф) 2  +  ( гф sin ф+Г cos ф) 2  =

=  гф COS2  ф — 2гф Г sin ф COS ф +  Г2  sin2  ф +  гф sin2  Ф +

+  2гф Г sin ф COS ф +  Г2 COS2  ф =  гф (cos2  ф +  sin2  ф) +

+  г2  (sin2  ф +  cos2  ф) =  г ф +  г2.

Поэтому окончательно имеем

L =  j  У  г2  +  гф dq>. (3.15)
а

Пример 1. Найти длину одной арки циклоиды х =  
=  a{t—s m t ) ,y = a ( \—cos t) (0 ^ ^ 2 л).

Р е ш е н и е .  По формуле (3.13) находим
2 я  ________________  2 я

L — J у  х'{-{- у'І dt — J Y а2 ( 1  — cos t)2 +  а2 sin21 dt =
о u
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2л

=  а j* V  1  — 2  cos t +  cos21 +  sin31 dt =
о

2 л  2 л ____________________

= f l j  V  2(1 — cos t)dt = a [  у  4 sin2— dt =
О и '  2

2 л  2 л

=  2 a f sin —  dt = — 2a 2 cos —
J 2 2

=  8 a.

Пример 2 . Найти длину линии r/= ln  cos л: (O ^. 
;п/4).

Р е ш е н и е .  Применяя формулу (3.14), получаем
Я /4  ________________я / 4  я / 4

dxL =  j V \ +  y'7 dx =  j Y\ +  tg2 A-dv =  j
и Ü

я / 4  л /4
' cos xdx _ Г d  sin X ___ 1_ 1 +  si

2* J 1 —  sin2* 2 1— si

cos*

+  sin * 
sin *

Я/4

1 , 1 +  1 / 2  / 2  . ,/■
=  —  ln—------—  = ln  У  3 + 2  У 2.

2 1 —  2/2

Пример 3. Найти длину кардиоиды r =  a(l+cosq)) 
(0 ^ с р ^ 2 я ) .

Р е ш е н и е .  По формуле (3.15) имеем
2 л  _________________ 2 я

L=  J  ]/"r2  +  r^ dtp= |>) /а 2 ( 1  +  coscp)a+  a 2 sin2 <pd<p =
о о

2 л

=  а J  1 +  2  cos ф +  cos2  ф +  sin2  ф dtp =

2 л  2 л

=  а J У" 2  ( 1  +  cos ф) йф =  2 а J cos ейр =

=  2 а Ц* jcos — гіф+ j
О я

2 я— J cos~
cos dtp = 2 a cos — dtp — 

2 r

2 Я

=  2 a ( 2  sin — 2  sin— 8 a,
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Переменная величина отличается от своего предела 
на бесконечно малую величину, поэтому формулу (1.4), 
позволяющую определить плотность р(х)  аддитивной 
функции F(o) промежутка а, можно записать так:

■7ТТ =  р (*) +  а (* '0)’1(a)

где а(х, а )-»-0 , если промежуток а стягивается к точке х 
промежутка й. Иначе,

F(o) =р(х)1(о)+а{х, о) 1(a). (3.16)
Величину

dF = p(x)l(a ), (3.17)
являющуюся линейной частью аддитивной функции 
F(a) относительно длины 1(о) промежутка а, называют 
дифференциалом или элементом этой аддитивной функ­
ции. Так как плотность аддитивной функции 1(о) равна 
единице, то из формулы (3.17) следует, что d l= l(o ). 
Поэтому формулу (3.17) можно записать в виде

dF= p{x)dl. (3.18)
На практике длину промежутка, в котором содер­

жится точка X, обозначают через dx. В этом случае ра­
венство (3.18) принимает вид

dF= p{x)dx. (3.19)

Если заранее известно, что плот­
ность р(х) есть непрерывная функция 
точки X, то из простых соображений 
можно сразу получить равенство
(3.19) , отбрасывая в величине адди­
тивной функции F(o) на малом проме­
жутке длины dx, содержащем точку х, 
бесконечно малые высших порядков и 
оставляя только главную часть / 7 (о), 
пропорциональную dx. Из формулы
(3.19) следует, что

^(ст) =  І p(x)dx.
О

Пример. Вычислить работу А, кото­
рую нужно затратить, чтобы выкачать 
жидкость с удельным весом у из кони­

§ 6. О б щ а я  схем а п р и м е н е н и я  о п р е д е л е н н о го  интеграла
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ческого сосуда, радиус основания которого R и высота Я, 
обращенного вершиной вниз (рис. 14).

Р е ш е н и е .  Направим по оси конуса числовую ось 
Ох, поместив ее начало в вершине конуса. Тогда все точ­
ки конуса будут проектироваться в промежуток [О, Я] 
оси Ох. Обозначим через А (а) работу, которую необхо­
димо затратить, чтобы выкачать из конуса слой жидко­
сти, проектирующийся в частичный промежуток а про­
межутка [О, Я ] . Очевидно, что А (а) является аддитив­
ной функцией промежутка а.

Пусть X — точка промежутка а и dx — длина этого 
промежутка. Тогда имеем

dA = ydv(H —х),

где du — объем соответствующего слоя жидкости тол­
щиной dx. Далее имеем

du = nr2dx,
где г — радиус слоя жидкости. Из подобия треугольни­
ков ОВС и О В'С' следует, что

R Н
RxОтсюда г =  — , следовательно,
Н

dv = п x2dx.т
Таким образом, элемент работы

dA =  уя X2  (Я — х) dx.

Окончательно получаем

А -  |* * < я -Ч 'Ч = * ѵ ; |-  (H f  — f =  яу-R'-H*
о 1 2



Ч А С Т Ь  В Т О Р А Я  

КРАТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ

Г ЛАВА IV 

ДВОЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ

§ 1. Функция точки и функция плоской области

Напомним хорошо известное из раздела курса мате-* 
матического анализа, посвященного дифференциально­
му исчислению функции многих переменных, определен 
ние.

Пусть £2— область плоскости хОу. Переменная z 
называется функцией точки М(х; у), определенной в об­
ласти £2, если каждой точке М(х; у) из этой области по­
ставлено в соответствие определенное значение перемен­
ной z. Тот факт, что z есть функция точки М, определен­
ная в области Q, записывается следующим образом;

z= f(M ), M eQ .
Так как положение точки М определяется ее коорди­

натами X и у, то эта функция точки на самом деле яв­
ляется функцией координат этой точки, т. е. z = f(x, у).

Введем новое понятие функции, аргументом которой 
является не точка, а плоская область. Прежде чем пе­
рейти к соответствующему определению, отметим сле­
дующее. Обычно под плоской областью понимается толь­
ко открытая область, т. е., грубо говоря, часть плоскости, 
ограниченная некоторыми замкнутыми непрерывны­
ми линиями, которые образуют границу области, при­
чем ни одна точка границы не принадлежит области. 
Таким образом, открытая область состоит только из её 
внутренних точек. В дальнейшем под областью понима* 
ется либо открытая область, либо замкнутая, получаю­
щаяся из открытой области присоединением всей ее гра­
ницы, либо множество точек плоскости, получающееся 
из открытой области присоединением части ее границы.

Область о называется частичной областью области 
£2, если все ее точки принадлежат этой области. При 
этом не исключено, что о состоит из одной точки, явля­
ется линией или совпадает с £2 .

Обозначим через Л (£2) некоторую совокупность (не 
обязательно всех) частичных областей а области £2 .
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Говорят, что переменная и есть функция области о, 
заданная на множестве Л (о), если каждой области о из 
множества Л (£2) поставлено в соответствие определен­
ное значение переменной и. Тот факт, что и есть функ­
ция области а, определенная на множестве Л (£2), запи­
сывается так:

u — F(a), сг&<4(£2).
Простым примером функции области является ее 

диаметр, т. е. наибольшее из расстояний между двумя 
точками ее границы.

§ 2. Аддитивная функция плоской области

Пусть теперь Л (£2) — множество всех частичных об­
ластей области £2 .

Функция области F(o), определенная на множестве 
Л (£2 ), называется аддитивной, если при разбиении лю­
бой частичной области о на две области сті и 0 2  без об­
щих точек (о= сті+ а2) справедливо равенство

F (а) = F (0 1 +СТ2 ) =F  (cn)-fF (а2). (4.1)

Пример 1. Функция 5 (а), равная площади области ст, 
является, очевидно, аддитивной функцией а, так как 
площадь области равна сумме площадей ее частей.

Пример 2 . Рассмотрим в трехмерном пространстве 
Охуг тело Q, точки которого проектируются на область
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Й плоскости хОу (рис. 15). Объем У (о) части тела Q, 
расположенной над частичной областью а области Й, 
есть аддитивная функция плоской области о.

Пример 3. Предположим, что в плоской области й 
распределена некоторая масса. Масса т (о) частичной 
области а области Й есть аддитивная функция сг.

Нетрудно заметить, что определение аддитивной 
функции плоской области в основном совпадает с опре­
делением аддитивной функции промежутка. Поэтому 
все предложения об аддитивных функциях промежутка 
легко переносятся на аддитивные функции плоской обла­
сти. Приведем эти предложения без доказательства.

Теорема 4.1. Пусть частичная область а разбита на 
конечное число областей сть сгг, Оп> каждая пара кото­
рых не имеет общих точек. Тогда для любой аддитивной 
функции F(o) справедливо равенство

Теорема 4.2. Линейная комбинация аддитивных функ­
ций плоской области есть также аддитивная функция 
плоской области.

Из этой теоремы следует, что сумма и разность ад­
дитивных функций плоской области суть также аддитив­
ные функции плоской области.

Теорема 4.3. Предел последовательности аддитив­
ных функций плоской области есть также аддитивная 
функция плоской области.

§ 3. Непрерывные аддитивные функции плоской области

Аддитивная функция F(o) плоской области о назы­
вается непрерывной, если ее значение на любой частич­
ной области, площадь которой равна нулю, также равно 
нулю.

Таким образом, значения непрерывной аддитивной 
функции плоской области на одноточечном множестве, 
а также на множестве, состоящем из конечного числа 
точек, и на линиях конечной длины равны нулю.

Для непрерывных аддитивных функций плоской об­
ласти легко доказываются те же предложения, что и для 
аддитивной функции промежутка, а именно следующие 
теоремы.

(4.2)
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Теорема 4.4. Линейная комбинация непрерывных ад­
дитивных функций плоской области есть также непре­
рывная аддитивная функция плоской области.

Теорема 4.5. Предел последовательности непрерыв­
ных аддитивных функций плоской области есть непре­
рывная аддитивная функция плоской области.

В дальнейшем будем считать, что основная область 
£ 2  замкнута и ограничена, и рассматривать только не­
прерывные аддитивные функции плоской области. В си­
лу этого условия определение аддитивной функции об­
ласти можно ослабить, а именно, считать функцию F(a) 
области о аддитивной, если при разбиении частичной 
области а на две области сц и оо без общих внутренних 
точек справедливо равенство (4.1).

§ 4. Плотность аддитивной функции плоской области

Условимся считать, что переменная частичная об­
ласть о стягивается к точке Л4е£2, если Мест и если 
диаметр d(a) области а стремится к нулю.

Число р называется плотностью аддитивной функции 
F(o) в точке AfeQ, если для любой переменной частич­
ной области о, стягивающейся к точке М, справедливо 
равенство

1ігп^-^- =  р, (4.3)S (ст) н ' 4  ’

где 5(ст) — площадь области а.
Аддитивную функцию области, имеющую в точке М 

плотность, будем называть дифференцируемой в этой 
точке. Аддитивная функция называется дифференцируе­
мой, если она дифференцируема в каждой точке основ­
ной области Q. В этом случае ее плотность есть функция 
точки М, определенная в области Й:

р = р (М )= р (х , у).
Равенство (4.3) можно записать в виде

F(o) =  [p+a(a, Af)]S(a), (4.4)

где а (о, М)-Ю при стягивании области о к точке М. Вы­
ражение

dF = pS(o) (4.5)
условимся называть дифференциалом или элементом ад-
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дативной функции F(a). Если в равенстве (4.5) поло­
жить F (a)— S(a), то получим

d S = S (a ),
так как плотность площади плоской области равна еди­
нице. Поэтому равенство (4.5) можно записать в виде

dF=pdS, (4.6)
откуда

Из равенства (4.6) следует, что элемент dF аддитивной 
функции есть линейная функция элемента площади dS. 
Кроме того, он является главной частью бесконечно 
малой F(a) при условии, что область о стягивается 
к точке X.

Понятие плотности аддитивной функции плоской об­
ласти в основном совпадает с понятием плотности ад­
дитивной функции промежутка и с понятием производ­
ной функции точки. Поэтому свойства плотностей адди­
тивных функций и производных функции точки сходны. 
В частности, справедливы следующие теоремы.

Теорема 4.6. Плотность линейной комбинации адди­
тивных функций плоской области равна линейной ком­
бинации плотностей этих функций с теми же коэффи­
циентами

П  П

Теорема 4.7. Необходимым и достаточным условием 
неотрицательности (неположительности) дифференци­
руемой аддитивной функции плоской области является 
неотрицательность (неположительность) ее плотности.

Следствием последней теоремы является теорема об 
единственности аддитивной функции области с данной 
плотностью.

§ 5. Определение и свойства двойного интеграла

Двойным интегралом от заданной в плоской области 
ß функции точки f ( M) =f ( x ,  у) называется аддитивная 
функция F(a) плоской области, плотность которой рав­
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на f(M).  При этом применяются следующие обозначе­
ния:

F ( o ) =  Я f ( M) d S =  Я f(x, у) dxdy.
о а

Следует обратить внимание на аналогию определе­
ний двойного и определенного интегралов. В силу этого, 
теоремы, справедливые для определенного интеграла, 
очевидно, переносятся на двойные интегралы. Приведем 
соответствующие определения и теоремы.

Из теоремы единственности аддитивной функции 
с данной плотностью следует теорема единственности 
двойного интеграла для данной функции точки.

Не для всякой функции точки f(M)  существует двой­
ной интеграл. Функция f(M),  для которой двойной ин­
теграл существует, называется интегрируемой в обла­
сти й.

Так же, как и для функции одной переменной, дока­
зывается следующая теорема.

Теорема 4.8. Функция f (M),  непрерывная в области 
й. интегрируема.

В дальнейшем будем считать, что подынтегральная 
функция f(M)  непрерывна и, следовательно, интегри­
руема.

Доказательства приводимых ниже свойств двойного 
интеграла аналогичны доказательствам соответствую­
щих свойств определенного интеграла.

1. Двойной интеграл от линейной комбинации функ­
ций точки равен линейной комбинации двойных интег­
ралов от этих функций:

t * kh ( M ) d S =  І  ak^ f k (M)dS.  (4.8)
а  fc=l fc=l с

2. Если область а разбита на две области 0 \ и ог без 
общих внутренних точек, то

я  f ( M) d S =  я  f(M )d s +  Я f (M)dS.  (4.9)
а C j  а2

3. Если то
U f { M ) d S ^ H g ( M ) d S .  (4.10)
ст а

4. Справедливо следующее неравенство:
U U ( M ) d S \ < t t \ f ( M ) \ d S .  (4.11)

О о
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§ 6. Д в о й н ы е  ин те гр а л ьн ы е  сум м ы  и их п р е д е л

Расмотрим в ограниченной плоской области а огра­
ниченную функцию f(M).

Разобьем область а на п частичных областей щ, 0 2 , ••• 
Оя, каждая пара которых не имеет общих внутренних 

точек. В каждой из частичных областей аи возьмем по 
точке си ( £ = 1 , 2 , п) и составим выражение

Т =  2  f (ck) S (ak),
*=i

называемое интегральной суммой для функции f (M).
Число I называется пределом интегральной суммы Т, 

если для любого е > 0  найдется такое 6 > 0 , что из не­
равенств d ( o u ) < . 8(k=l ,  2 .....п) следует неравенство

|7’- / |  =  | I / ( c * ) S ( a * ) - / | < e .  (4.12)
А = 1

Имеет место следующая теорема.
Теорема 4.9. Если функция f(M) непрерывна в замк­

нутой ограниченной области Q, то для любой частичной 
области а области Й справедливо равенство

П

Доказательство этого предложения проводится по той 
же схеме, что и для аналогичного предложения для 
функции одной переменной (см. теорему 2.9).

§ 7. Повторный интеграл

Допустим, что проекцией плоской области о на ось 
Ох является промежуток [а, b]. Обозначим через о(х) 
поперечное сечение области о прямой, параллельной оси 
Оу и проходящей через точку х промежутка [а, ft] 
(рис. 16). Выражение вида

l d x \ f { x , y ) d y  (4.13)
а о(х)

называется повторным интегралом от функции f(x, у) по 
области о. Он вычисляется следующим образом: снача­
ла находится внутренний интеграл при переменной ин­
тегрирования у и при фиксированном х, а затем резуль-
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тат этого интегрирования, являющийся функцией пере­
менной х, интегрируется по переменной х.

П р и м е ч а н и е .  Поперечное сечение а(л) области а может 
оказаться суммой нескольких промежутков без общих точек. В этом 
случае под интегралом f f(x, y)dy  следует понимать сумму ннте- 

с\х)
гралов по всем этим промежуткам.

1 X
Пример. Вычислить интеграл j dx J' {x-\-y)dy.

о о
Р е ш е н и е .  Выражение

1 X
.1’ dx j' (x-\-y)dy и о

есть повторный интеграл по области (рис. 17) 

Имеем
1 X  1 X 1

и
Теорема 4.10. Повторный интеграл является аддитив­

ной функцией области а.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для простоты ограничимся 

случаем, когда область о разбита на области Оі и сгг не­
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которой непрерывной линией I (рис. 18). Обозначим ин­
теграл (4.13) через F(a).  Используя аддитивность опре­
деленного интеграла, имеем

F( ° ) — I dx j f (x, у) dy+  f dx f f (x, y) dy+
а  с(дг) с о(х)

+  ,f d x \  f(x, у) d y =  f  dx J f(x, y) dy+
d a (x )  а  o ( x )

+  .f dx (J f(x, y)dy+  f f(x, y) dy) -f- J dx J f(x, y )d y =
c оДх) <зг(х) d o {x )

= A + B , (4.14)
где

A =  j dx f f(x, y )dy+. f dx j f(x, y)dy,
а  <j( ДГ) c <j,( дг)

B =  j dx J f(x, y )dy+a dx j f(x, y)dy.
с o 2(x) d  0 {x )

Для точки A'e[a, с] имеем a ( x ) = a i{x), для точки 
b] имеем a(x) =  a2(x)y поэтому

A =  I dx J f(x, y)dy+  j dx J f(x, y ) d y =
а  а,(лг) с а д * )

=  I dx Jf(x, y)dy =  F(oi),
a  a , l x )

ß = J  dx j f{x, y ) dy+$dx  J f(x, y) =
с c 2(.x) d  a2(x)

=  J dx$ f(x, y) dy= F (o 2).
c  a 2(x)
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Из этих равенств и из равенства (4.14) окончательно 
получаем:

F( a) =F( o i ) +F( o2),
что и требовалось доказать.

Если в выражении (4.13) поменять местами .ѵ и у, 
то приходим к повторному интегралу

SdySf i x ,  y)dx,  (4.15)
с о ( у )

где промежуток [с, d] является проекцией области о на 
ось Оу, о(у) — поперечное сечение области а прямой, 
проходящей через точку у промежутка [с, d] и парал­
лельной оси Ох (см. рис. 16).

§ 8. Вычисление двойного интеграла

Теорема 4.11. Двойной интеграл от функции f(M) =  
= f ( x> у) по области о равен повторному интегралу о? 
этой функции по той же области:

И f ( M) d S =  / dx f f(x, y)dy.  (4.16)
<3 а a(x)

Д о к а з а т е л ь  с т- 
во. Левая часть равен­
ства (4.16) есть адди­
тивная функция обла­
сти о (согласно опреде­
лению двойного интег­
рала). В предыдущем 
параграфе было пока­
зано, что правая часть 
этого равенства также 
аддитивная функция 
области ст. Поэтому 
справедливость равен­
ства (4.16) будет дока­
зана, если установить, 

что обе эти аддитивные функции имеют одинаковую 
плотность во всех точках основной области Q.

Согласно определению двойного интеграла для лю­
бой точки Мй(х0\ г/0) е П  справедливо равенство

± ^ f ( M ) d S  = f ( M0) (Л40е а ) .
<J
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Покажем, что это же равенство справедливо для плот­
ности повторного интеграла

Ф ( о ) =  J dx J f(x, y)dy.
а  о(х)

Пусть о — частичная область области £2, содержащая 
точку М0  (рис. 19). Интеграл \d y  численно равен дли-

о(*)
не t(x) поперечного сечения области а прямой, парал­
лельной оси Оу и проходящей через точку х промежутка 
[а, Ь]. Поэтому, согласно формуле (3.1),

J dx j' dy— f t ( x ) dx =S  (о) .
а а(лг) а

Далее имеем
Ф (о )- /(М 0 )5(а) =  \ d x l  f(x, y)dy- f (Mo)

а  a {x )

=  \ d x $  [f (M)—f(M0)]dy.
а  a (x )

b
1' dx \ dy =
'a o (x )

Отсюда следует, что

IФ (о) - /  (Mo) S (а) I =  I f  dx J [ f (M) - /  (Mo.)] dy | ^
а of*)

<  J dx j |/(M) — f (M0) \ d y ^ a ( a )  J dx j d y =a ( o ) S ( a ) ,
a  o(jc) a  o (x )

где а(а) = m a x |/(M )—/(M 0) | в области cr. Разделим 
последнее неравенство на 5 (a). Тогда имеем

Ф(р)
S(o)

/(Mo) < а (а ) .

Так как /(М) — непрерывная функция, то а(о)  стремит­
ся к нулю при стягивании области а к точке М0. Поэто­
му при стягивании области о к точке Мо получим

l i m ^  =  /(М 0).
S (а) 1 ѵ 01

Итак, доказано, что в произвольной точке области Q 
плотности повторного и двойного интегралов одинаковы, 
следовательно, оба интеграла равны.

Очевидно, что для вычисления двойного интеграла 
наряду с формулой (4.16) молено также использовать 
формулу

JJ/(M )d S =  J dy J' f(x, y)dx.  (4.17)
<J c  (Ңу)
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Пример. Вычислить двойной интеграл (х +а
+ 2 y)dxdy по области о, ограниченной линиями у= х2 и 
у=  1 (рис. 2 0 ).

Р е ш е н и е .  По формуле (4.16) получаем 
1 1 1

Л  (х + 2 y)dxdy =  [ dx j (x+2y)dy =  j  (xy-\-y2)
— 1 ДГ»

=  j  ( * + 1 — .v3— .v‘>) dx=  +  X —  ~  —  - y )

— 1 — 1 

Воспользуемся формулой (4.17):
1 Y J  1

^ ( x + 2 y)dxdy = (x+2y)dx = ^ Y + 2xy
а о _ y ~  0

1 1 

= J  ( f -  +  2y V y ~  f  +  2 y V y  ) dy= 4 j уУЧу

dx =
I

_8_
5 ’

äy =
-Yu

=  - y 5ß
5 a

Таким образом, оба способа вычисления приводят 
к одному и тому же результату.
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Рассмотрим область £2 плоскости хОу и область D 
плоскости иОѵ (рис. 21). Допустим, что между областя­
ми £2 и D установлено взаимно однозначное соответст­
вие, т. е. каждой точке N(u\ ѵ) области D поставлена 
в соответствие только одна точка М(х\ у) области £ 2  и. 
наоборот, каждой точке М(х\ у) области £2 поставлена 
в соответствии только одна точка У (и; ѵ) области D.

§ 9. П р е о б р а з о в а н и е  п л о ско й  об л а сти  в п л о с к у ю  об ласть

Очевидно, что координаты х, у точки М зависят от по­
ложения точки N, т. е. от ее координат и, ѵ. Иными сло­
вами, координаты л, у точки М являются функциями ко­
ординат и, и соответствующей точки N:

х = х (и , ѵ)\ у = у (и , ѵ). (4.18)
С помощью формул (4.18) осуществляется преобра­

зование области D на область £2. Зная координаты точ­
ки N, можно найти координаты соответствующей точ­
ки М. Условимся называть точку М образом точки N  при 
преобразовании (4.18); в свою очередь точка N называ­
ется прообразом точки М при этом преобразовании.

В силу взаимной однозначности соответствия между 
областями £2 и D формулы (4.18) можно обратить и по­
лучить соотношения

и = и (х , у ); ѵ= ѵ(х, у), (4.19)
реализующие обратное преобразование области £ 2  на об­
ласть D. При таком преобразовании точка N является 
образом точки М, а точка М — прообразом точки N.

Преобразование (4.18) области D на область £2 на-
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зывается непрерывным, если функции х(и, ѵ) и у (и, и) 
непрерывны. Можно показать, что в этом случае и об­
ратное преобразование (4.19) области £2 на область D 
также непрерывно.

Непрерывные взаимно однозначные преобразования 
обладают следующими свойствами:

1 ) образом непрерывной линии, лежащей в области 
D, является непрерывная линия, лежащая в области £2;

2 ) образом замкнутой (открытой) частичной области 
у области D является замкнутая (открытая) частичная 
область а области £2 .

Преобразование (4.18) называется дифференцируе­
мым или гладким, если функции х(и, ѵ) и у(іі, и) име­
ют непрерывные частные производные х'и, хѵ, уи, у'ѵ. 
Дифференцируемое преобразование является и непре­
рывным, поскольку, как известно, функции, имеющие не­
прерывные частные производные, являются непрерывны­
ми. Следовательно, и обратное преобразование (4.19) 
также непрерывно. Можно показать, что преобразова­
ние (4.19) дифференцируемо, если дифференцируемо 
прямое преобразование (4.18) и если не обращается 
в нуль определитель

J(N) = J (и, ѵ) =
У и Уѵ

Определитель J (и, ѵ) называется определителем Якоби 
или якобианом преобразования (4.18).

§ 10. Криволинейные координаты точки на плоскости

Дадим иную трактовку формул преобразования
(4.18) и (4.19). Так как числа и и ѵ полностью опреде­
ляют положение точки М на плоскости хОу и разным 
парам таких чисел соответствуют разные точки этой 
плоскости, то естественно называть числа и и ѵ коорди­
натами (криволинейными) точки М.

Формулы (4.18) позволяют найти декартовы коор­
динаты точки М по ее криволинейным координатам, 
а формулы (4.19) определить криволинейные координаты 
точки М по ее декартовым координатам. Соотношения
(4.18) являются формулами преобразования криволи­
нейных координат в декартовы, а соотношения (4.19) —
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формулами обратного преобразования декартовых коор­
динат в криволинейные.

Если в формулах (4.19) последовательно зафиксиро­
вать числа и и V ,  то получится пара линий плоскости 
хОу, называемых координатными линиями. Эта пара ко­
ординатных линий пересекается только в точке М, кри­
волинейные координаты которой и и ѵ.

Таким образом, если и0 и ѵ0 — криволинейные коор­
динаты точки Мо плоскости хОу, то координатные линии

и(х, у) = и 0; ѵ{х, у ) =ѵо
пересекаются только в точке М0 (рис. 22). Например, 
как известно, с помощью формул

x=rcos<p; z/=rsincp (4.20)
можно преобразовать полярные координаты г, ф точки 
з декартовы координаты х и у. Обратное преобразова­
ние декартовых координат в полярные осуществляется 
по формулам

Г =  V X 2 - г  У 1 •

Ф =  arcctg X

У
О (у) я,

(4.21)

где о ( у ) =  0 при у > 0 и о(г/) =  1 при г /< 0. При фикси­
рованных г и ф получается пара координатных линий

VX2 +  у2 = r 0; arcctg - -̂ +  по (у) =  ф0.
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Первая из этих линий есть окружность радиуса г о с цент­
ром в начале координат, а вторая — луч, исходящий из 
начала кординат под углом фо к оси Ох (рис. 23). Точка 
Af0  (г0; фо) есть точка пересечения этих координатных 
линий.

§ 11. Коэффициент искажения 
при преобразовании плоской области 

в плоскую область

Предположим, что преобразование (4.18) области D 
на область Q непрерывно. Тогда образ а произвольной 
частичной области у области D является частичной об­

ластью области Q. Очевидно, что площадь S(a)  области 
с  является функцией ее прообраза у: S(o) = F(y).

Теорема 4.12. Площадь S{o) области о является ад­
дитивной функцией ее прообраза у.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Разобьем область у на две ча­
стичные области у\ и у2  без общих точек и обозначим че­
рез 0 і и 0 2  их образы при преобразовании (4.18) 
(рис. 24). Очевидно, что 0 і и 0 2  также частичные области 
области о, не имеющие общих точек, и что 0 і + 0 2 = 0 . 
В силу аддитивности площади области имеем
F(y) = S  (0 ) = 5  (0 1 + 0 2 ) = S ( 0 i) + S  (0 2 ) — ̂ (уі) + f  (7 2 ),

что и требовалось доказать.
Может оказаться, что аддитивная функция F(у) =  

=  S (0 ) дифференцируема, т. е. имеет плотность в любой 
точке N (щ V) области D. Эта плотность K(N)  называет-
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ся коэффициентом искажения преобразования (4.18) 
в точке N:

K ( N) =  (4.22)
'S (y)

при стягивании области у к точке N.
Таким образом, коэффициент искажения преобразо­

вания в точке N есть предел отношения площади обра­
за к площади прообраза, когда прообраз стягивается 
к точке N.

§ 12. Коэффициент искажения 
дифференцируемого преобразования

Теорема 4.13. Коэффициент искажения дифференци­
руемого преобразования равен абсолютной величине 
якобиана этого преобразования:

K(N) = \J(N)\ (4.23)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Полное доказательство теоре­
мы довольно сложно, однако оно значительно упрощает­
ся, если допустить, что коэффициент искажения сущест­
вует и его только надо вычислить. В этом случае за у 
можно брать любую область, стягивающуюся к точке N. 
Удобнее считать, что область у есть прямоугольник с вер­
шинами N(u) и), Л^і(п+Д«; ѵ), N2{u\ п+ Д п), Ns(u-{- 
+Ди; и+Дц) (рис. 25).
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На плоскости хОу точкам N, /Ѵь N2, N3 соответствуют 
точки М(х\ у), М\(Х\\ у і), М2(х2\ у2), М3{х3; у3) с коор­
динатами
X  =  X ( U ,  ѵ ) ,  X \ = X ( U  +  AuX, ѵ)=х + Аих, х2 — х(и, v +  Av) =  

= х + А х , x3=x(ii-\-Aii, а + Д а ) ,  у — у (и, ѵ), г/і =  
= у(и+ А и, ѵ )= у + А иу, У2 =у( и ,  о+Д ѵ )= у + А ѵу, у3=  

= у(и+ А и, а + Д о ) .
Функции х(и, ѵ) и у (и, V) имеют непрерывные част­

ные производные, поэтому четырехугольник а с верши­
нами М, Мх, М2, М3  близок к параллелограмму и его 
площадь 5(a) с точностью до бесконечно малых высших 
порядков равна площади параллелограмма, три верши­
ны которого суть М, Ми М2. Из курса аналитической 
геометрии на плоскости1 известно, что площадь такого 
параллелограмма равна абсолютной величине опреде­
лителя

Таким образом, 

5(a);

Отсюда

Аих

К у

хг —  л: 

Уі —  У

Аѵх

К у

К *
Д и

К у
д и

S ( p )

s (ѵ)

следовательно,

Х2 X
Уі  —  У

А и X 
Д и 

А и У 
Аи

Ау х 
~Аѵ 
Ау у 
Аѵ

Аѵ
К  У 
Аѵ

К х  
А и 

&иУ

I5 (y)-

До
К  у

К  ( N )  — lim — - lim I 
' S ( y) ди-ьОДо- * “ 0

что и требовалось доказать.

I Дц Да =

Аи До

Аи_х Др *
~А и До 1 —1 к

АиУ К у
I- І

У'и Уу
Аи Аѵ

\ = \J(N)\,
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§ 13. П о д ста н о вка  (зам ена  п е р е м е н н ы х)
в д в о й н о м  интеграле

Теорема 4.14. Пусть (4.18) есть дифференцируемое 
преобразование области D плоскости иОѵ на область Q 
плоскости хОу. Тогда для любой частичной области у 
области D справедливо равенство

И f (x> y )dxdy=
О

=  fj f(x(u, ѵ), у (и, v)) \J(u,  v)\dudv,  (4.24)
V

где о — образ области у при преобразовании (4.18). 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Функция

F(v) =  Я f (x, y)dxdy
О

есть аддитивная функция прообраза у области о. (Это 
легко проверить способом, аналогичным примененному 
при доказательстве аддитивности площади области о 
как функции области у.)

Таким образом, в обеих частях равенства (4.24) на­
ходятся аддитивные функции области у. Плотность пра­
вой части этого равенства равна подынтегральной функ­
ции, т. е. f(x(u,  ѵ), у (и, ѵ)) \J(u, ѵ) |. Найдем плотность 
левой части равенства (4.24). Имеем

іш sir Я П х ' у )  Л х і т і і т  Я? Я' l x , y ) 'd x d ! lh;müh
a a

=  f (x, У) К (U, V) =  /  (x (U, V), у  («, V)) I J (u, V)\.

Из равенства плотностей аддитивных функций, находя­
щихся в обеих частях равенства (4.24). следует и равен­
ство самих аддитивных функций.

Пример. Вычислить двойной интеграл JJ (х-\-y)dxdy
ff

по области о, ограниченной линиями у = х , у= 2х , 
х-\-у— 2, х + у = 3  (рис. 26).

Р е ш е н и е .  Введем переменные и и ѵ. Пусть

Тогда

у = и х
х + у = ѵ

( 1 < ы < 2 );
(2 < ц < 3 ) .

(4.25)

о
1+ И

иѵ
1 +

(4.26)
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Формулы (4.26) реализуют преобразование прямоуголь­
ника

У-
1 2 ,

2 < о < 3
в область сг.

Якобиан преобразования
о 1

X 'a X v ( l + H ) 2 l + H

У и y'v
V u

( ! + « ) * l + H

V

Рис. 26

Применяя формулу замены переменных (4.24), получаем

+ 1 и/ (
- du dv =

- ы
dudv  =_ Г  duI --------Г V2 dv —

(1 + и )2 J ( l+ H ) 2 J

1 +  и.
_19_

18
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§ 14. Д в о й н о й  интеграл  в п о л я р н ы х  ко о р д и н а та х

Преобразование полярных координат в декартовы 
координаты, как известно, осуществляется по формулам

x=rcoscp; j/=rsintp. (4.27)
Якобиан этого преобразования

дх дх
дГ 0ф
ду_ ду_
дт 0ф

COS ф — /• sin ф I . .I =  л (cos2 ф -)-sm2 ер)=/-. 
sin ф Т COS ф I

Поэтому, согласно формуле (4.24), имеем
Я f(x, y )dxdy=  j j  /(гсоэф, rsirup)rdrdy, (4.28)
о V

где у —■ область изменения полярных координат точек 
области о.

П р и м е ч а в  и е. Как известно, преобразование декартовых ко­
ординат в полярные не является взаимно однозначным, поскольку 
при этом началу координат плос­
кости хОу соответствует отрезок 
прямой г = 0, 0 ^ ф < 2 я  плоскости 
гф. Поэтому равенство (4.28) нель­
зя пока считать доказанным для 
области а, содержащей начало 
координат плоскости. Чтобы убе­
диться в справедливости формулы 
(4.28), поступаем и в этом случае 
следующим образом: выписываем 
сначала формулу (4.28) для обла­
сти а', получающейся из обла­
сти а выбрасыванием начала ко­
ординат, и для области у', полу­
чающейся из области у выбрасы­
ванием отрезка г = 0, 0 ^ ф < 2 я .
В полученном равенстве можно 
заменить область о' на область а 
и область у'  на область у, так как 
на величину двойного интеграла не влияет поведение подынтег­
ральных функций на множествах точек, имеющих пулевую площадь.

Пример. Вычислить двойной интеграл

j j  y r xi +  gs dxdg
О

по области а, ограниченной линией r= a ( l+ c o s  ф) 
(рис. 27).
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Р е ш е н и е .  Область у изменения полярных коорди­
нат такова:

. і 0 < с р < 2 л ,
[О < г < я ( 1  +  coscp).

Поэтому имеем

J J  у  х2 -|- у2 dxdy =  r-rdrdtp =  Jj” г2 dr dtp =

2 л 2 л2я  а (  I -f-cos ф )

J  dtp J  r2d r= - jj  а3 П +cos cp)3dcp =-^- \ (1 + 3  coscp+

2я
+  3 cos2(p-)-cos3 cp) dtp =  —3 ф -|- 3 sin ер +

2 л

I ~  j (1 |-cos2cp)c/cp f  j  (1 — sin'2 cp) d sin cp
2 я

2 л

2л -1---- cp
2

3 . 0 — sm2cp
4

2 л

sin cp — s in3 cp'
2Я

- — (2л+3л)= — ла3. 
3 3

Г Л А В А  V

ПРИЛОЖЕНИЯ ДВОЙНОГО ИНТЕГРАЛА

§ 1. Схема применения двойного интеграла

Двойной интеграл используют при нахождении адди­
тивной функции F(a) плоской области а по ее плотности 
f(M).  Окончательная формула имеет вид:

F{o) — Я f(M)dS.  (5.1)О
Эта формула равносильна равенству

dF— f(M)dS,  (5.2)
где dF — элемент аддитивной функции; dS — элемент
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площади, т. е. площадь малой по диаметру области от, со­
держащей точку М (см. гл. IV, § 4 этой части).

Соотношение (5.2) для элемента аддитивной функ­
ции обычно легко получается из простых геометрических 
и физических соображений, а также из того обстоятель­
ства, что значения непрерывной функции f(M) в разных 
точках бесконечно малой по диаметру области бесконеч­
но мало'Отличаются друг от друга и, следовательно, 
с точностью до бесконечно малой совпадают.

После того, как выведено соотношение вида (5.2) для 
элемента аддитивной функции, окончательная формула 
(5.1) получается интегрированием этого элемента по 
области о.

§ 2. Площадь плоской области

Как уже известно, площадь S(o) плоской области о 
является аддитивной функцией. Плотность этой адди­
тивной функции

поэтому
S(a) =  Я dS. ‘ (5.3)

6

В декартовых координатах формула имеет вид
S ( a ) = t f d x d y .  (5.4)О

Согласно формуле (4.24) замены переменных в двойном 
интеграле, в криволинейных координатах формула име­
ет вид

S(a) =  Jf \J\dudv, (5.5)
у

где J — якобиан преобразования криволинейных коор­
динат в декартовы, у — область изменения криволиней­
ных координат точек области а.

Пример 1. Найти площадь области а, ограниченной 
линиями у = х 2 и у = х  (рис. 28).

Р е ш е н и е .  Имеем
I А 1

S(a) = j j  dxdy = I' dx ^dy = j* (x — x2) dx —

2 6

675*

ѳ



Пример 2. Найти площадь области, ограниченной 
лемнискатой Бернулли (х2-\-у2)2= 2 а 2ху (рис. 29).

Р е ш е н и е .  Вычисления удобно проводить в поляр­
ной системе координат. Полагая x=rcoscp, f/=rsincp, за­
пишем уравнение лемнискаты в полярных координатах:

/-2= a 2sin 2ф.

Обозначим через о часть области, ограниченной лемни­
скатой и лежащей в первом квадранте декартовой пло­
скости. Тогда

5 =  2 J j rdrd(p,

О -< ф <!я/2,
О <  aK sin  2ф.

Поэтому
п/2 а Vsln 2ф п/2

5 =  2 J dtp j* г dr =  J a2 sin 2фйф =  a2̂ — cos 2<p
л/2

= a*

Пример 3. Найти площадь области, лежащей в пер­
вой четверти плоскости хОу и ограниченной линиями 
ху=1, х у= 4, у=2х, у = 3х (рис. 30).

Р е ш е н и е .  Введем криволинейные координаты и 
и V ,  удовлетворяющие соотношениям
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х у = и 2 ( l ^ u ^ 2 ) ;
y = v x  ( 2 ^ ü ^ 3 ) .

Из этих соотношений полу-, 
чаем формулы преобразова­
ния криволинейных коорди­
нат и и и в декартовы:

X — u / Y V , у =  и У~ѵ.
Находим якобиан преобра­
зования:

Рис. 30

X X 1 и
п о

V I 2ѵ V  V

Уи Уѵ Ѵ ѵ
1 и

2 К 7
Применяя формулу (5.5), получаем

2 з

§ 3. Объем тела

В трехмерном пространстве Oxyz рассмотрим тело Q, 
проекция которого на плоскость хОу есть область Й 
(рис. 31).
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Функция Р(о), чис­
ленно равная объему 
части тела Q, располо­
женной над частичной 
областью о области ß, 
аддитивна.

Обозначим через 
I (М) длину сечения те­
ла Q прямой, которая 
параллельна оси Oz и 
проходит через точку 
М области ß, и предпо­
ложим, что эта функ­
ция непрерывна. Объ­
ем Ѵ(а) при достаточ­
но малом диаметре об­
ласти а приближенно 

равен объему цилиндра с основанием о н высотой, рав­
ной поперечному сечению тела в некоторой внутренней 
точке М области о. Иначе,

dV=t(M)dS.
Отсюда

Ѵ(а) =  Я t{M)dS. (5.6)

г

І М
—

Â /
і Ѵ / \ ------ ^

1
'''Ѵ

\ 5 ?  / о мJ  у

Рис. 32

Пример. Найти объем тела, ограниченного поверхно­
стями z = x 2-\-y2, z =  1 (рис. 32).

Р е ше н и е .  Заданное тело проектируется на пло­
скость хОу в круг

ß  : х2+ у 2^  1.
Далее, длина поперечного сечения тела t(M) = t (x ,  у) =  
=  1 — (x2-j-y2). Поэтому объем тела

Ѵ=  Я [1 — (x2+ y 2)]dxdy. а
Переходя к полярным координатам, получим

Ѵ =  П' (1—-r2)rdrdq>, 
г'

где
р . ( 0 < ф  ^  2я,

( 0 < г ^  1.
Таким образом,

2я 1
V = J dq> J (1 — г 2) rdr = 2я ̂ -

0 о 
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Допустим сначала, что в плоскости Q пространства 
Oxyz расположена плоская фигура Г (рис. 33). Тогда, 
как известно,

S = П I cos у I, (5.7)
где П — площадь фигуры Г, S — площадь ее проекции 
на плоскость хОу, у — угол между нормалями к плоско­

§ 4. П л о щ а д ь  пове р хн о сти

стям Q и хОу (т. е. угол между нормалью к плоскости Q 
и осью Oz).

Предполжим теперь, что Г есть поверхность, задан­
ная уравнением

2 =ф (М ) =ф (х , у),
где функция ф (М) имеет непрерывные частные произ­
водные p=z 'x, q=z'y в области й, являющейся проекци­
ей поверхности Г на плоскость хОу (рис. 34).

Обозначим через Г (а) часть поверхности Г, лежащей 
над частичной областью а области Й, и через П(а) — 
ее площадь. Очевидно, что П(а) — аддитивная функция 
от а. Пусть К — точка поверхности Г, лежащая над точ­
кой М области Й. Проведем через точку К плоскость Q, 
касательную к поверхности.

Если а — область бесконечно малого диаметра, со­
держащая точку М, то П(ст) с точностью до бесконечно
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малой высшего порядка равна площади части плоскости 
Q, лежащей над этой областью. Следовательно, исполь­
зуя равенство (5.7), имеем

ds
|cosy| ’

(5.8)

где у — угол между нормалью к поверхности Г в точке 
К и осью Oz. Известно, что вектор нормали к поверх­
ности

Учитывая равенство (5.8), получаем

dIT= V  1 +  р2 +  q4S,
следовательно,

П (а) =  j j  У  1 + P 2 + q2dS.
о

(5.9)

(5.10)

Пример. Найти площадь части сферы x2+ i/2+ z 2= a 2, 
вырезаемую эллиптическим цилиндром х2+4г/2= а 2 
(рис. 35).

Р е ш е н и е .  Так как поверхность симметрична отно­
сительно плоскости хОу, то достаточно вычислить пло­
щадь ее верхней части Г. Проекцией поверхности Г на 
плоскость хОу является область Q, ограниченная эллип­
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сом x2-\-4y=a2 (рис. 36). Уравнение поверхности Г име­
ет вид

г =  у а2 — X2 — у2,
поэтому

дг _ _______ X_______

Р дх Ѵ а2 —  х2 —  у2

dz
f я =  —дУ

Следовательно, площадь Г 

П = Яѵ 1 +  „ * ~t У — 7  dxdy =  а dxdy
а2 —  X2 —  у 2 У ^ а 2 —  X2 — у2

— VoW

=  а 1 dx I dy

“ --L /n ’-jt«
I а2 —  лс2 —  у2

■ Y  а’—х

J=  а I arcsin
V" о2— лс2

dx —

■ — Vа‘—х‘ 
2

а

=  2а arcsin — [ dx = 2а- — • 2 а =  —
2 J 6 3

шг

Площадь всей поверхности равна —- па2.
О

§ 5. Масса пластинки

Найдем массу пластинки, занимающей область Q 
плоскости хОу, при известной ее поверхностной плотно­
сти р(М). Обозначим массу части а пластинки через 
/п(ст). Очевидно, что т(о) — аддитивная функция.

Из определения поверхностной плотности следует, 
что

р (М) =  lim -т- ,
' 5(a)
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если область а стягивается к точке М. Следовательно,
dm=p(M )dS

или
т(а) =  Я p(M )dS. (5.11)

■х2-\-у-. Следовательно, масса пластинки

Пример. Пластинка 
имеет форму прямо­
угольного треугольни­
ка, катеты которого 
а и Ь. Найти массу этой 
пластинки, если ее 
плотность в любой точ­
ке равна квадрату рас­
стояния точки от вер­
шины прямого угла 
(рис. 37).

Р е ше н и е .  Напра­
вим осп координат по 
катетам треугольника. 
Тогда р(М) =р(х, у) =

Ь(1—лг/а)
т = j  j1 Я'2 +  у2) dxdy =  I' dx j  (л2 +  г/2) dy

Ь О - х /а )

=  (х2У +У3і 3) dx -

[ЬхҢ 1 — Xj'a)  +  —  bs (1 — x/a)*] dx =  b'i]-
3 12

§ 6. Статические моменты и центр масс пластинки

Обозначим через Мх(о) и Мѵ(а) статические момен­
ты относительно осей Ох п Оу части а пластинки Q, рас­
смотренной в предыдущем параграфе (рис. 38). Найдем 
элементы этих аддитивных функций.

Статический момент бесконечно малой по диаметру 
области а, содержащей точку М (х\ у ) , с точностью до 
бесконечно малых высших порядков равен произведе­
нию массы пластинки на соответствующую координату
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точки М. Таким образом,
cIMx=ydin — yp(x, y)dS, 
dMv= x d m — xp(x, y)dS.

Поэтому
Ms (a )=  Я  У р ( х ,  y)dS; (5.12)

Му(а)=  Я хр(х, y)dS. (5.13)

Как известно, центром масс пластинки называется точ­
ка плоскости С (хс\ ус) , 
обладающая следую- у , 
щим свойством: если 
в точке С поместить 
массу всей пластинки, 
то ее статический мо­
мент относительно лю­
бой оси равен статиче­
скому моменту пла­
стинки относительно 
той же оси. Таким об­
разом,

т ( о ) Х с  =  М ѵ(о) ,  Рис. 38

т(о) ус = 44*(а).
Отсюда, учитывая фор­
мулы (5.11) —(5.13), 
имеем

X с
J j ,p d 5  
а____
JJ РdS

(5.14)

Ус ~
j'j'j/pdS 
_0______

Я  pds
(5.15)

Если пластинка однородная, т. е. если плотность 
р(Л4) постоянна, то формулы (5.14) и (5.15) принимают 
соответственно вид:

Я  xdS 1\xdS
_о___  _ JT___

Я ^  _  5(ст) ’
(5.16)
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(5.17)
j j  ydS
О

а

j'j'»Я
О ____
S(o)

Пример. Найти центр масс однородной пластинки, 
имеющей форму полукруга радиуса R.

Р е ш е н и е .  Направим ось Ох прямоугольной систе­
мы координат по прямолинейной кромке пластинки, 
а начало координат поместим в центре круга (рис. 39). 
Так как пластинка симметрична относительно оси Оу, 
то центр масс находится на этой оси, т. е. хс= 0 . Вводя 
полярные координаты, имеем

я  R л  R
ydS =  j* dcp j* T sin cprdr =  j sin cpdqp j* r2dr =  —■ Rs.

Таким образом,
2— R3
3 4 nyr ---------  =  — R P.

c  я R* Зл
0,4 R.

§ 7. Моменты инерции 
пластинки

Обозначим через /%(о), 
/у {а) и /0 (а) моменты инер­
ции пластинки о относитель­
но осей координат и относи­
тельно начала координат. 

Все эти три функции аддитивны. Имеем (см. рис. 38):

dIx= y 2d m = y 2pdS, dIv= x 2pdS, dl0=  (x2-\-y2)pdS. 
Отсюда следует, что

(5.18)Іх{в)=  Я У2р (*, y)dS;
а

М а)=  Я *2Р(*> y)dS;
а

Іо(о)=  я (х2+У2)р(Х’ y)dS.а
Из этих формул .видно, что

/=с(сх) + /у ( с г )  = / 0(сг) .

(5.19)

(5.20)

(5.21)
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Пример. Hafifii моменты іінерции однородного тре­
угольника, ограниченного прямыми х = 0 , у = О, х-\-у= 
= а (рис. 40).

Р е ш е н и е .  Имеем:

/* = /» =  Я y2dxdy— Г dx\  у Ч у =  I {а—х ) Ч х =  а 0 0 3 0
=  а4/ 12.

Окончательно получим
/о =  /« + /„ = 2 /* = а 4/6.

Г Л А В А  VI 

ТРОЙНОЙ ИНТЕГРАЛ

§ 1. Аддитивная функция пространственной области 
и тройной интеграл

Определение и свойства аддитивной функции прост­
ранственной области в основном совпадают с определе­
нием и свойствами аддитивных функций плоской обла­
сти и промежутка. Единственным отличием является то, 
что здесь основная область ß  и ее частичные области о 
суть части трехмерного пространства.

Примерами аддитивных функций пространственной 
области а являются ее объем É(cr), масса гп(о), количе­
ство теплоты Q(o) и т. д.

Аддитивная функция пространственной области на­
зывается непрерывной, если ее значение на любой 
частичной области, объем которой равен нулю, также рав­
но нулю. Таким образом, значения непрерывной адди­
тивной функции пространственной области на множест­
ве, состоящем из конечного числа точек, на линии конеч­
ной длины, на поверхности конечной площади равны 
нулю. В дальнейшем рассматриваются только непрерыв­
ные аддитивные функции.

Число р называется плотностью аддитивной функции 
F(a) пространственной области сг в точке M ^Q ,  если

1іш^-^- =  р, (6.1)
V (а) И '

когда область а стягивается к точке М.
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Аддитивная функция называется дифференцируемой, 
если она имеет плотность в любой точке основной об­
ласти Q. В этом случае ее плотность есть функция точ­
ки: р=р(М )  =р(х ,  у, z), определенная в области Q. 
Справедлива формула

dF=pdV,  (6.2)
равносильная формуле (6.1) для элемента dF диффе­
ренцируемой аддитивной функции F(a) пространствен­
ной области сг. Поэтому плотность аддитивной функции 
пространственной области

Аддитивная функция F (а) пространственной области 
ст называется тройным интегралом от заданной в обла-
сти Q функции точки f(M ) , если

— =  f(M). dV ' v ' (6.3)

При этом применяется обозначение:
F(a) =  m f ( M ) d V .О

(6.4)

Нет надобности подробно останавливаться па свойст­
вах тройного интеграла, так как они полностью совпа­
дают с соответствующими свойствами двойного и опре­
деленного интегралов.

§ 2. Вычисление тройного интеграла

С п о с о б  1. Допустим, что проекцией области о трех­
мерного декартового пространства Oxyz на ось Oz явля­
ется промежуток [с, гі]. Обозначим через ст(г) сечение 
области о плоскостью, перпендикулярной оси Oz н про­
ходящей через точку z промежутка [с, d] (рис. 41). Вы­
ражение

j dz Я f(x, у, z)dxdy (6.5)
с о ( г )

называется повторным интегралом первого типа от функ­
ции f(x, у, z ) по области а. Повторный интеграл (6.5) 
находят следующим образом: сначала вычисляется внут­
ренний двойной интеграл при фиксированном z, а затем 
полученная функция интегрируется по переменной г.
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Тем же способом, что для повторного интеграла (4.13), 
показывается, что интеграл (6.5) есть аддитивная функ­
ция пространственной области а.

Теорема 6.1. Справедливо равенство
Ш  f (M )dV =  J dz Я f(x, у, z)dxdy. . (6.6)
а с CT(z)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Достаточно показать, что 
плотность повторного интеграла равна плотности трой­
ного интеграла, т. е. /(М). Двойной интеграл

Я d x d y= t ( z ) ,
а (г)

как известно (см. формулу (5.4)), численно равен площа­
ди поперечного сечения o(z) тела о.

Так как определенный интеграл от площади попереч­
ного сечения тела равен объему этого тела (см. форму­
лу (3.4)), то

f dz Я dxdy— J i ( z )d z=  V (o).
C <j(z) c

Пусть теперь M0— произвольная точка области Q 
и а — частичная область, содержащая точку М0 
(рис. 42). Обозначая повторный интеграл через Ф(сг), 
имеем

Ф(а) -/(Mo) Ѵ'(о) =  ,f dz Я /(•*■ у, z)dxdy—С o(z)

- / ( M o )  / dz Я  d x d y =  ( d z  Я  [ /  (M) —<-/ (M0) ] dxdy.
c o(z) c o(z)
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Отсюда
IФ (er) — f(M0) V(cr) I sg j dz Я |/(M )— f{M0)\dxdys^

c CT(Z) 
d

s^a(o)  J dz Я' dxdy=a(a)V(a),
• C G ( Z )

где a(o) = т а х |/(Л 4 )—f(M0) | в области а. Разделив по­
следнее неравенство на Р(а), получаем

Ф (О
К (а) — ! (М0) <  а (а) (6.7)

Так как функция f(M ) непрерывна в точке М0, то 
а(а)->-0 при стягивании области а к точке Л40. Поэтому

lim Ф ^  =  ҢМ0),
V (а) 1 х 0Л

если область о стягивается к точке М0.
Итак, показано, что плотность повторного интеграла 

в произвольной точке области £2 равна подынтегральной 
функции и, таким образом, установлена справедливость 
равенства (6.6).

Пример. Вычислить тройной интеграл Я І ( Л: +
О

-\ry-\-z)dV по области а, ограниченной параболоидом 
z = x 24-y2 и плоскостью Z—  I (рис. 43).

Р е ш е н и е .  Проекцией области а на ось Oz является 
промежуток [0, 1], поэтому

Я І  ( x + y + z ) d V =  ( d z  Я  (x+y+z)dxdy,
<J Ü о ( г )
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где а (г) есть круг x2+r/2̂ z  плоскости радиуса Y z  
с центром в начале координат (рис. 44). Таким образом,

Ѵ г  + Ѵ г ^ 7 ‘

I* I' (x + у + z) dxdy = I dx j* (x +  у +  z) dy =
a(z) — Ѵг —Ѵг—х’
Y7 Vz—x5 Ѵг

Jl[ x y + J t + z j , ) Г dx =  2 Г (х +  z )Y 2 -
—Ѵг -Vz—x’1 —Ѵг

V z ѴТ
=  2 ' \ ' * У г -— Л'2 dx +  2г і )/ г — x2dx

-Ѵг -ѴГ

Первый из интегралов в правой части последнего равен­
ства равен нулю. Во втором интеграле заменим пере­
менную интегрирования по формуле x —Y z ^ m t .  Тогда 
получим

Ѵ Г  я / 2  я / 2J Y z — x2dx — z J Y 1 — sin2/cos/d/ =  z J  cos2tdt =
—Я/2 — Я/2

я / 2

■ - - § -  | а + с о 8и ) л  =  і ( ( + г ! ^ )
я / 2

__ Л

~~~2
—я/2 - Я / 2
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Следовательно,
И  (x+y-{-z)dxdy— nz2.

o (z )

Окончательно имеем

' i i \ ( x+ y+ z)dV = n  |' z2d z = п/3.
о ö

С п о с о б  2. Обозначим через у проекцию области о 
на плоскость хОу и через а(х, у) сечение области а пря­

мой, параллельной оси Oz и проходящей через точку 
N (х\ у) области у (рис. 45).

Выражение
Я dxdy І f(x, у, z)dz  (6.8)
V с  (Л ,y)

называется повторным интегралом второго типа по об­
ласти а.

Этот интеграл находится следующим образом: сна­
чала вычисляется по г определенный интеграл по про­
межутку и{х, у), а затем полученная функция перемен­
ных X и у интегрируется по области у плоскости хОу.

Повторный интеграл (6.8) является аддитивной 
функцией пространственной области о.

Теорема 6.2. Имеет место равенство
Я ) '/(M)dV= N dxdy I f(x, у, z)dz. (6.9) 
ff V ff(.v.y)
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Как и раньше, достаточно ус­
тановить, что плотность повторного интеграла равна 
f(M). Интеграл

Ü dz= t(N )  — t(x, у) 
o{N)

численно равен длине сечения тела а прямой, парал­
лельной оси Oz и проходящей через точку N плоской об­
ласти у. По формуле (5.6) имеем

j'J' dxdy j d z =  f j t(x, y)dxdy— V{o) .
V a ( N )  ' y

Пусть теперь MQ — произвольная точка пространст­
венной области й и а — частичная область, содержащая 
точку М0. Обозначая через Ф(а) повторный интеграл 
в правой части равенства (6.9) и проводя те же выклад­
ки, что и при доказательстве равенства (6.6), получим 
неравенство (6.7), откуда следует, что плотность повтор­
ного интеграла равна подынтегральной функции.

Пример. Пользуясь формулой (6.9), вычислить рас­
смотренный ранее интеграл (J'J' {x-\-y-\-z)dV по обла-

V<J
сти о, ограниченной поверхностями z = x 2-\-y2, z =  1 
(рис. 46).

Р е ш е н и е .  Проекцией у области о на плоскость хОу 
является круг радиуса 1 с центром в начале координат. 
Сечение a(N) области а есть отрезок прямой, апплика­
ты концов которого z = x 2-\-y2 и 2 = 1 . Поэтому
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И Г (Х +  У +  г) СІѴ =  П dxdy ( (а- +  у + г) dz
t' t с i' i' ,1 '

1

x ’+ V '

-я AZ +  y z  +  —

x'+’S
dxdy =  J j  а +  у +

-  А (А2 +  i f ) - У  (а 2 +  I f )  - dxdy.

В двойном интеграле, находящемся в правой части 
равенства, перейдем к полярным координатам. Тогда по­
лучим

2 л  1

I* (а  +  у -|- z)dV =  I* dtp I* [г  cos cp +  г sin ф +  1 2—

•2л
— {г cos ф -| г  sin ф) г 2 — r'j2\rdr = — ) cos ipdip -|-

+
2 л  2 л  2 л

j  sin (pdcp +  -j- I dip---- — j  cos (pd<p ■
и
2 л

U
2 л

I f . ,  1 Г j  л п я------ \ этфс/ф--------1 dip — ------------=  —  .
4 . 1 12 . 2 G 3

§ 3. Преобразование пространственной области 
в пространственную область. 

Криволинейные координаты в пространстве

Преобразование области D трехмерного декартового 
пространства Ouvw в область Q трехмерного декартово­
го пространства Oxyz осуществляется с помощью сле­
дующих формул преобразования:

а=х{и,  V ,  w ) ,
y = y ( u , v , w ) ,  (6.10)
z = z (u ,  V ,  w ) .

Эти формулы преобразования дают возможность найти 
образ М ( a , y,.z) по ее прообразу N (и, v, w ) .
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Если преобразование взаимно однозначное (это 
в дальнейшем всегда предполагается), то соотношения
(6.10) можно обратить и получить формулы обратного 
преобразования области Q в область D:

и=и(х ,  у, z),
ѵ =  ѵ(х, у, z), (6.11)
w — w(x, у, z).

Преобразование (6.10) называется непрерывным, ес­
ли X ,  у, z суть непрерывные функции переменных и, v, w 
и дифференцируемым (или гладким), если функции х. 
у, z имеют непрерывные частные производные по пере­
менным и, V ,  W .

Можно показать, что преобразование, обратное не­
прерывному преобразованию, также непрерывно. Преоб­
разование, обратное дифференцируемому, является диф­
ференцируемым, если определитель Якоби (или якоби­
ан) преобразования

J =
х„ xv Xw
У и Уѵ Уш
Z Z Z

U V W

отличен от нуля.
Как и в случае плоскости, числа и, ѵ, w можно счи­

тать криволинейными координатами точки М. Соотноше­
ния (6.10) являются формулами преобразования криво­
линейных координат точки М в ее декартовы координа­
ты, а соотношения (6.11)— формулами обратного 
преобразования декартовых координат точки в ее кри­
волинейные координаты.

Если в формулах (6.11) зафиксировать числа и, ѵ 
и ш, то получится тройка поверхностей пространства 
Oxyz, называемых координатными поверхностями. Трой­
ка координатных поверхностей пересекается только 
в точке, криволинейные координаты которой и, ѵ и w.

Например, известно, что преобразование сфериче­
ских координат р, ср, г]) точки в ее декартовы координаты 
осуществляется по формулам

x=pcos фБІП ф,
г/ =  р sin ф sin ф, (6-12)
2  =  р cos ф.
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Обратное преобразование имеет вид

Р =  І ' ^  +  ^  +  г2.
(p=arcctg +  яст (у),

ф =  arccos z -----,
Vx* + у2 +  г2

где о (у )= 0  при у > 0 и о(г/) =  1 при у < 0. Фиксируя

в последних формулах переменные р, ср, ф, получаем 
тройку координатных поверхностей

V x 2 + y2 + z2 = p,

arcctg— -) ла (у) = ср,
У

arccos —- -  2 — =  ф.
V  А-'2 +  У2 +  Z2

Первая из этих поверхностей есть сфера радиуса р 
с центром в начале координат, вторая — полуплоскость, 
исходящая из оси Oz под углом ср к оси Ох, третья — 
прямой круговой конус с вершиной в начале координат 
и с прямолинейными образующими, угол наклона кото­
рых к оси Oz равен ф (рис. 47).
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§ 4. Коэффициент искажения при преобразовании 
пространственной области в пространственную область

Предположим, что преобразование (6.10) области D 
в область Й непрерывно. Тогда образ а произвольной 
частичной области у области D является частичной об­
ластью области Й. Как и в случае плоскости, доказыва­
ется, что объем К (а) области а является аддитивной 
функцией ее прообраза у. Плотность этой аддитивной 
функции, т. е.

lim =K(N),
V(v) 1

когда область у стягивается к точке N, называется коэф­
фициентом искажения преобразования (6.10) в точке N.

Теорема 6.3. Коэффициент искажения дифференци­
руемого преобразования равен абсолютной величине 
якобиана преобразования:

K{N) = \J{N)\ =
Х и Х ѵ  х а

Уи Уѵ У«
г.. г..

(6.14)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для простоты предположим, 
что коэффициент искажения существует и надо только 
его вычислить. Тогда в качестве у можно взять любую 
область пространства Ouvw, стягивающуюся к точке N. 
Удобней всего считать, что у есть прямоугольный парал­
лелепипед с вершинами (рис. 48)

N {и, V, w), УѴДм+Дгг, V, w), N2(u, v-\-Av, w),
N3(u, и, w-j-Aw),

N4(u, Au, V, Av, да), N5(u-{-Au, v, ш + Д ш ),
N6(u, и + Д о , да+Дда), N7(u-\-Au, v -\-Av, да+Дда).

В пространстве Oxyz вершинам параллелепипеда со­
ответствуют точки М(х\ у\ z), М\(хр, г/j; Zi), М2(х2; у2\ 
г2), М3(х3; у3\ z3),... с координатами

X =  X (и, V ,  W ) , У =  У (и, v,w), z —  z ( u ,v ,w ) ,

Д  =  X 4 -  Аих, Уі =  У - \ - К У , Zi =  2-1- Аиг,
Д  =  А- -1- Аѵ А, Уі =  У +  &ѵУ> h  —  z -1- Да г,
Ад =  А +  Д ША, Уз =  У +  К У > Zg =  z +  А  wz,
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Так как функции х(и, и, до), у(и, ѵ, до), z(u, ѵ, до) 
имеют непрерывные частные производные, то восьми-- 
угольник а с вершинами М, Ми М7 близок к паралле­
лепипеду, четыре вершины которого суть М, Ми М2, М3. 
Следовательно, объем области ст с точностью до бес­
конечно малых высших порядков равен объему этого па-

Рнс. 48

раллелепипеда. Из курса аналитической геометрии из­
вестно, что объем такого параллелепипеда равен абсо­
лютной величине определителя

Таким образом,

Х± — X х2 — х x a — X
У  і —  У У г  — У У з — У
2Х — 2 г2 — г 23 — 2

1

& и х  К х Ашх
Ѵ(а)^І А и У  & ѵ У Ашу

Au 2  А0г Аш 2
&и х А0 д:
А и Ди

а<
 1 Ар У

Ди Ди
Ди z Ау 2
Аи Ди

Д(В % 
А w

Дш |ДыАиАдо.
Ац, г 
А w
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Отсюда следует, что
,• Ѵ (а) Ѵ (ст)К (N) = lim ■ - lim-----

К ( т ) дц-*о Ди Аѵ Aw
Ди-*-0 
Ди;-»-О

У и У0У

К

что и требовалось доказать.

Х и Х ѵ  Х ш

z г ги О W

§ 5. Подстановка (замена переменных) 
в тройном интеграле

Теорема 6.4. Пусть (6.10) есть дифференцируемое 
преобразование области D пространства Ouvw в область 
Q пространства Oxyz. Тогда для любой частичной обла­
сти у области D

Ш № ) d v =  ■ (6 15)
=  Ш  / (* (« .  V ,  w), у(и, V ,  w), z(u, V ,  w)) \J\dudvdw, 

у
где о — образ области у при преобразовании (6.10).

Доказательство этой теоремы производится точно 
так же, как доказательство соответствующей теоремы 
для двойного интеграла (см. теорему 4.14). Разумеется, 
соотношение (6.15) можно также рассматривать как 
формулу преобразования тройного интеграла при пере­
ходе к криволинейным координатам.

Выведем, например, формулы преобразования трой­
ного интеграла к сферическим и цилиндрическим коор­
динатам. Якобиан преобразования (6.12) сферических 
координат к декартовым координатам

дх дх дх
Эр 0ф dip
ду_ ду_
dp 0ф dip
дг дг дг
Эр дер dip

cos <р sin ф 
sin ф sin ф 

cos ф

— р sin ф sin ф 
р cos ф sin ф 

0

р с о э ф с о э ф  

р  s in  ф  COS ф  

—  р э і п ф

- — p as in  ф
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Поэтому преобразование тройного интеграла к сфериче­
ским координатам производится по формуле

Ш  /(*> У’ z) dxdydz—
« (6.16) 

=  jjj’ /(рсоэ cpsin ф, psin cpsim|), pcosi|))p2sina|)rfpdcpdil5.
V

Формулы преобразования цилиндрических коорди­
нат г, ф, z к декартовым координатам имеют вид:

Л' =  ГСОЗф,

У^/ЪІПф, (6.17)

Для якобиана преобразования получаем выражение

к  *ф < COS ф —  ГБ ІП ф 0
J = У г У'ѵ У г = sin ф Г COS ф 0

К 2Ф К 0 0 1

Таким образом,
Ш  f (x> У. z)dxdydz— f J J /(гсоэф, rsin ф, z) rdrdydz,а ' v‘

(6.18)
где у — область изменения цилиндрических координат 
точек области а.

§ 6. Вычисление объемов тел с помощью 
тройных интегралов

Объем Ѵ(сх) пространственной области ст, как уже от­
мечалось, является аддитивной функцией области а. 
Так как плотность этой аддитивной функции, очевидно, 
равна единице, то

Ѵ(а) =  Ш d V =  Ш dxdydz. (6.19)
а  а

Пример 1. Вычислить объем тела а, ограниченного 
сферами х2~\-y2~\-z2= R 2 и x2-\-y2-{-z2— 2Rz (рис. 49).

Р е ш е н и е .  Переходя к сферическим координатам, 
получаем

У (о 0 =  Ш  dV=  Ш  p2sin фйрйфйф,
с  у

где у — область изменения сферических координат точек
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области а. Граничные сферы пересекаются по окружно­
сти

г* +  у* =  А  д».
4

Область ст разбивается конусом с вершиной в начале ко­
ординат и с прямолинейными образующими, проходящи­

ми через окружность К, на две частичные области сті 
и 0 2.

Для области 0 ] область уі изменения сферических ко­
ординат задается неравенствами 0 ^ ф ^ 2 я ,
0 ^ ф ^ п /4 .

Для области 0 2  область уг изменения сферических ко­
ординат задается неравенствами 0 ^ с р ^ 2 я , я / 4 ^ ф ^  
^ я /2 , 0^p^2^coso |). Поэтому

2Я JT/-I R  2я Я/2 2R  cos "ф

V (а) =  j*dq> у dty j* p2sintydp +  ^ dtp ^d\\> j* p2sintydp=
0 0 0  0 n /4  0

Jt/4  R  П / 2

— 2 я (— cos ф) I -у- +  2я j  - j-  R3cos3$ sin tyeh]5 =
0 0 n /4
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— nRs (1 — ]—  
3 \  2

2

3
Jt^3

COS4 l|)
4

n/2

n/<l

+  —  =  nR3 
3

§ 7. Масса тела

Найдем массу т(о) тела, занимающего область о 
пространства Oxyz, при условии, что известна объемная 
плотность р(М)=р(я ,  у, z) в каждой точке М этого те­

ла. Очевидно, что т(а) является аддитивной функцией 
области о. Согласно определению объемной плотности,

р (Л4) — Ііш т (-~
> V (а)

при стягивании области а к точке М. Поэтому
т ( а ) =  Ш p{M)dV. (6.20)

а

Пример. Из шара радиуса R с центром в начале ко­
ординат координатными плоскостями и плоскостью 
x-j-y=R/2 вырезано тело а. Найти массу этого тела, ес­
ли плотность его в каждой точке М(х ; у; z) равна ап­
пликате этой точки (рис. 50).
92



Р е ше н ы  е. Согласно формуле (6.20)
У Ла— д:]— </’

т(о) = j j'J  zdxdydz — j j* dxdy j* zdz =
а и и

=  "2" JJ" (/?* — ^
(0

где со — треугольник плоскости xOy, ограниченный пря­
мыми * = 0 , у — 0, x-\-y=R/2 (рис. 51). Далее имеем

Л/2 Я/2—*
/п  (ст) =  j  dx J  (R2 —  X 2 —  у2) dy

ПН i

f .

R / 2 - x R!  2

dx = ---2 .

— X)—  * 2 (Д/2 —  ЛГ)----- -  (Д/2 —  X)3
3

0

dx =

R 4 R i  2 -

—  Д4.
192

§ 8. Статические моменты и центр масс тела

Найдем статические моменты Мху(а), Mxz(a), Myz(o) 
тела о, объемная плотность которого в произвольной 
точке М(х; у; z) этого тела p(M )=p(jc, у, г) (рис. 52), 
Все эти три величины являются аддитивными функция­
ми области о. Элемент аддитивной функции Мху(о)

йМху( о) — zdm=zp(M)dV.
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Отсюда
Мхѵ(о ) =  j!S zp(M)dV.а

(6.21)

Из тех же соображений получаем:
Мхг(а) =  Ш  w{M)dV,О

(6.22)

Муг{0)= Ш  XP(M)dV.О
(6.23)

Как и для пластинки, координаты центра 
ла находятся по формулам

масс С те-

м ш * *г _  МУ2 (°) _ о
С m(CT) JJJpdV’ а

(6.24)

м . .  j ’i'f ,JPdV
У Мх АО) = с

т (°) JfJ pdH
CT

(6.25)

JfJzpdV
, _ M Xy(o) _

C m(P) jf C pdV
(6.26)

О

Если тело а однородное (т. е. его объемная плотность 
постоянна), то р можно вынести за знаки интегралов, по­
этому формулы для вычисления координат центра масс 
принимают более простой вид:

*с= а____
Ѵ(о) ’ Ус= а

Ѵ(ст) ’ гс =
tfizdV
а
Ѵ(о) ' (6.27)

Пример. Найти центр масс однородного полушара 
радиуса R.

Р е ш е н и е .  Выберем систему декартовых координат 
с началом в центре шара и с плоскостью хОу, совпадаю­
щей с диаметральной плоскостью полушара (рис. 53).

Из соображений симметрии следует, что центр масс 
С тела лежит на оси аппликат. Поэтому надо найти 
только аппликату точки С. Перейдя к сферическим коор­
динатам, получаем
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f l’J zdV =  j  l'jp cos фр2 si n фф^ср^ф =
' 'a у

2 л  я / 2  R

=  I" dq> j" cos ф sin ф с(ф j* p3 dp =  .
Ö и 6

По третьей из формул (6.27) окончательно находим
1 1

---- я R* — л У?4
_  _ 4 ______  _  4 _ _ 3 _ „

Z q ~  V ~  2 ~  8 К '
T nRi

§ 9. Моменты инерции тела

Найдем моменты инерции тела, рассмотренного в пре­
дыдущем параграфе (см. рис. 52). Для элемента dlxy ад­
дитивной функции Іху{а), равной моменту инерции тела 
о относительно плоскости хОу, имеем

dl.су= z2dni =  z2pdV.
Отсюда

1ху{°)= t tS z2p(M)dV. (6.28)
а

Аналогично получаем, что момент инерции тела ст от­
носительно плоскости xOz

М <0 =  Ш y2p(M)dV, (6.29)О
а момент инерции тела относительно плоскости yOz

ІѵЛ°)=  Ш * 2Р (M)dV. (6.30)
а

Формулы для вычисления моментов инерции тела от­
носительно координатных осей и относительно начала 
координат имеют вид:

I x ( o ) = ^ ( y 2 + z2)p(M)dV,  (6.31 j
<J

/у И *  jfJ(*2 +  22)p(M)dV, (6.32)
а

І г (ст) — JJj’ (*2 +  У2) Р (М) dV, (6.33)
а

ІО (О) =  JJJ (х2 + у2 +  г2) р (М) dV. (6.34)
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Пример. Найти мо­
мент инерции однородно­
го кругового цилиндра, 
плотность которого рав­
на единице, высота h и 
радиус основания а, отно­
сительно диаметра осно­
вания цилиндра.

Р е ш е н и е. Направим 
ось Ох декартовой систе­
мы координат по диамет­
ру основания и ось Oz по 
оси цилиндра (рис. 54). 
Нам нужно найти момент 
инерции цилиндра отно­
сительно оси Ох. По фор­
муле (6.32) имеем

І х =  Ш  (y2+ z 2)dxdydz. 
а

Переходя к цилиндрическим координатам, получаем:
2 n a h  2 л  а

I t =  J dtp j rdr j  (r2 sin2 ф -f z2) dz =  \ dq> |' (r2 h sin2 cp +' 
0 0 0 0 0

2 л

+  ft3/3) rdr = \ I sin2cp +  ) с?ф
12

а2Л(За2 -f- 4h2).



Ч А С Т Ь  Т Р Е Т Ь Я

КРИВОЛИНЕЙНЫЕ И ПОВЕРХНОСТНЫЕ 
ИНТЕГРАЛЫ

Г Л А В А  VII

КРИВОЛИНЕЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ

§ 1 .Аддитивная функция линии 
и криволинейный интеграл первого рода

Пусть Г — пространственная линия и у — произволь­
ная часть этой линии, которая, в частности, может сов­
падать с Г или выродиться в точку линии.

Переменная до называется функцией линии y(w — 
=  F(y)),  заданной на множестве частичных линий ли­
нии Г, если каждой из этих частичных линий поставлено 
в соответствие определенное значение переменной до.

Функция w — F(y) линии у называется аддитивной, 
если при разбиении произвольной частичной линии у на 
две линии уі и у2 без общих точек справедливо равен­
ство

(7.1)
Очевидно, что свойства аддитивной функции линии 

совпадают с соответствующими свойствами аддитивных 
функций промежутка и области. Простейшим примером 
аддитивной функции линии у является ее длина 1(у).

Аддитивная функция линии называется непрерывной, 
если ее значение на любой выродившейся в точку частич­
ной линии линии Г равно нулю. В дальнейшем рассмат­
риваются только непрерывные аддитивные функции ли­
нии.

Условимся считать, что переменная линия у стягива­
ется к точке АГеГ, если М еу  и если длина 1(у) этой 
линии стремится к нулю.

Число р называется плотностью аддитивной функции 
F(y) в точке A fe r, если для любой линии у, стягиваю­
щейся к точке М,

lim F (У)

Цу)
=  Р. (7.2)

Аддитивная функция F(у), имеющая в любой точке 
М линии Г плотность, называется дифференцируемой.
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Очевидно, что плоі'ность дифференцируемой аддитивной 
функции есть функция точки линии Г. Как и для рас­
смотренных ранее аддитивных функций, равенство (7.2) 
можно представить в следующем равносильном виде:

dF=pdl,  (7.3)

где dF — дифференциал или элемент аддитивной функ­
ции F(y), dl — элемент длины линии.

Аддитивная функция F(y) линии у называется криво­
линейным интегралом первого рода по линии у от задан­
ной на Г функции точки f(M), если ее плотность равна 
f (M).  Это записывается так:

^ (V )=  J7 (M)dl. (7.4)
V

Нет надобности подробно останавливаться на свойст­
вах криволинейного интеграла первого рода, поскольку 
они аналогичны рассмотренным ранее свойствам инте­
гралов других типов.

§ 2. Вычисление криволинейных интегралов первого рода

Допустим, что линия Г задана в трехмерном прост­
ранстве параметрическими уравнениями

x = x ( i ) ,  y = y ( t ) ,  z = z ( t )  ( a ^ t ^ b ) ,  (7.5)

где функции x(t), y(t), z(t) имеют непрерывные произ­
водные в промежутке [а, Ь].

Теорема 7.1. Если заданная на линии Г функция точ­
ки у, z) непрерывна, то справедлива фор­
мула
J /  (/И) dl =  J7 ( X  ( 0 ( / ) ) )  X ' (1)4 -у '( 0 4 -  г'Ѵ?dt, (7.6)
V о

где а частичный промежуток промежутка Q = [a , b], 
преобразующийся с помощью соотношений (7.5) в час­
тичную линию у линии Г.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Нетрудно показать, что инте­
грал, находящийся в левой части равенства (7.6), явля­
ется аддитивной функцией промежутка о. Поэтому для 
доказательства справедливости равенства (7.6) доста­
точно установить, что плотность этой функции проме­
жутка равна подынтегральной функции для определен­
ного интеграла, стоящего в правой части равенства.
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Как было установлено ранее (см. формулу (3.12)), 
длина линии у, заданной параметрическими уравнения­
ми (7.5),

I (у) = f Ѵ х '  (/)= + у'  ( t f  +  z' ( t f  dt.
а

Поэтому плотность длины линии, как функции проме­
жутка о, равна V  х' ( t )2-\-y' ( t )2-\-z' ( t ) 2. Следовательно, 
при условии, что промежуток а стягивается к точке /о, 
являющейся прообразом точки М0(л'0; уоі z0) (х0= х ( І о), 
Уо=у(к), z0= z ( t 0)), имеем

lim Г7Т f f  d l =  lim^'TT У' z) d l ' 77T =/ (ct) .1 I (у) I I (ct)
V V

=  f  (x0, Уо, Zo) V x ' (t0f  +  y '  ( /0)2 +  z ' (t0)2 =

=  f  (X (t0) , У (to), z (to)) ■ Vx' ( g 2 +  y' (to)2 +  z' (t0)2.

Так как является произвольной точкой промежут­
ка [а, b], то справедливость равенства (7.6) полностью 
доказана.

Для плоской линии Г, заданной параметрическими 
уравнениями x — x ( t ) ,  y = y ( t ) ,  формула (7.6) принима­
ет видГ f  (М) dl =  и  (.г, y ) d l  =  ] f  ( X ,  {t), у  (i)) Ѵ х '  ( t f  + у '  { t? dt.

V V

(7.7)
Для плоской линии, заданной явным уравнением 

у =  ср(х), из формулы (7.7) следует равенство
f f(x, y ) d l =  \ f  (х, cp (.V)) V 1 +  ф'  (х )2 dx. (7 .8 )
V Ь

Наконец, для плоской линии Г, заданной полярным 
уравнением г= /- ( ф ) ,  формула (7.7) принимает вид

( f ( x , y ) d l =  \ f  (г (ф ) cos ф ,  г ( ф) эіп ф)  V г  ( Ф f  +  г' ( ф )2 dop.
V а

(7.9)
Пример. Найти центр масс однородной полуокружно^ 

сти Г радиуса R.
Р е ш е н и е .  Направим ось Ох прямоугольной систе­

мы координат по Диаметру окружности, а начало кборн
7* 99



динат поместим в центре окружности (рис. 55). Окруж­
ность симметрична относительно оси Оу, поэтому ее 
центр масс С расположен на этой оси, следовательно его 
абсцисса л'с—0. Далее имеем

Ус =
Мх (Г) 

/(Г)
где Мх ■— статический 
момент окружности от­
носительно оси Ох. 
Очевидно, что статиче­
ский момент Мх(у) ча­
сти линии у является 
аддитивной функцией 
линии у. Для элемента 
этой функции справед­
ливо выражение

dMx— ydl,
следовательно,

Так как 
ет вид

Mx(T) =  lydl. г
полярное уравнение полуокружности Г име- 

r— R, О ^ ф ^ я ,

то по формуле (7.9) имеем

МХ(Г)= Г Rsinqi Rdy=2R2. о
Следовательно,

2R2 9
У с  =  ~  =  —  Д ~ 0 , 6 Д .TiR я

§ 3. Криволинейный интеграл второго рода

Предположим теперь, что все частичные линии у ли­
нии Г направленные. Линию у, имеющую начало в точке 
А и конец в точке В, обозначим через А В (у= А В )  
(рис. 56).

Обозначим через х(М) единичный вектор касатель­
ной к линии у в ее точке М. Условимся считать, что на­
правление этого вектора совпадает с направлением 
линии.



Пусть F = F ( M )  вектор-функция точки М, заданная 
на линии Г. Обозначим через Fx (Al) проекцию вектора 
F  на единичный вектор касательной т (М). Аддитивная 
функция линии у = А В

Ф ( у ) = ( / ч  (M)dl=  J'Fx (M)dl (7.10)
Y AB

называется криволинейным интегралом второго рода. 
Криволинейный интеграл второго рода, кроме обычных 
для всех интегралов свойств, обладает и некоторыми 
особенностями.

1. При изменении направления линии у криволиней­
ный интеграл второго рода меняет лишь знак:

(М)сП= —f Fx (M)dl.
ВА ÂB

(7.11)

В самом деле, при из­
менении направления ли­
нии изменяется на проти­
воположное направление 
единичного вектора каса­
тельной, следовательно, 
проекция вектора F  на 
направление вектора х 
меняет лишь знак.

2. Для любых трех то­
чек А, В, С линии Г спра­
ведливо равенство

f Fx (M )dl=  f FXi] (M)dl+  J /ч  (M)dl. (7.12)
AB а с  CB

Доказательство этого равенства производится точно 
так же, как доказательство второй части теоремы 2.2.

§ 4. Криволинейный интеграл второго рода 
в декартовой системе координат

Допустим, что в трехмерном пространстве задана де­
картова система координат Oxyz. Тогда единичный век­
тор касательной к линии у можно представить в виде

t= cos(t, x)i+cos(T, r /) j+cos(T , z)k, (7.13) 
где i, j, k — координатные орты, cos(t, x), cos(t, y), 
cos(t, z ) — направляющие косинусы вектора т.
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Обозначим через Р(М), Q(M) и Я(М) проекции век­
тора F(M) на координатные оси Ох, Oy, Oz. Тогда

F(A f)=P(M )i+Q (M )j+/?(M )k. (7.14)
Скалярное произведение векторов F и т 

F t = | t | F ,  =  F x -
Кроме того,

Ft=P cos(t, x)+Qcos(t, у) +Pcos(t, z ) ,
поэтому

F i =F(44)cos(t, x ) +Q(M)cos(t, ̂)-|_

+ P(M)cos(t, z ) . (7.15)
Таким образом, криволинейный интеграл второго ро­

да можно представить в следующей координатной 
форме:

|F X (M)dl=  j' [P(M )cos(t, x)+Q(yW)cos(T, г/) +
AB AB ~

+ P (M )cos(t, z)]dl. (7.16)

Величины cos (т, x)dl, cos(t, у )dt, cos(t, z)dl суть про­
екции элемента линии у на координатные оси Ох, Oy, Oz. 
Обозначая их через dx, dy и dz соответственно, получа­
ем еще одну координатную форму криволинейного ин­
теграла второго рода:

.1 FX (M)dl=  f (Pdx+Qdy+Rdz).  (7.17)
AB AB .... ' •

§ 5. Вычисление криволинейного интеграла 
второго рода

Предположим, что линия Г задана параметрически­
ми уравнениями (7.5). Если обозначить через о = [ а ,  ß] 
направленный частичный промежуток промежутка [а, ft], 
соответствующий частичной линии у=АВ,  то из ра­
венств (7.6) и (7.16) следует, что

[Fx (M)dl= (  [P(x(t), y(t), z ( t))cos(t, *) +
AB a

+Q(x(i) ,  y(t), z ( t ) ) cos(t, y )+ P  (x( t ) ,  y{t), z(t))  X

X  cos(t,~z)] V x '( t)2+ y ' ( t )2+ z '{ t )2dt. (7.18)
Как известно, при задании линии уравнениями (7.5), 
имеем
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« / " ч л' (ОCos (т, -ѵ) =  —- ■ w ■— ■_ ^  ,
V X’ (О2 +  !/' (/)- +  2' (ІУ-

cos(t, u) = ----------------------------- , (7.19\
Vх'  (/)= +  (/' (/)2 +  z' (/)-

COS (т, ZJ =  —  -----  .
1 -V'(О2-!-(/'(О2+  z '(О2

Поэтому равенство (7.18) можно записать в следующей 
окончательной форме:

| 7 Т (M)dl= f  [P(x(t), у (t ) ,z ( t) )x '( t)  +
AB а

+  Q(x{i), y(t), z (t))y'(i)  -I- 
•I-R (x ( t ) , y ( t ) ,  z( t))z '( t) \dt .  (7.20)

Для линии плоскости хОу равенство (7.20) принима­
ет вид

J Fxdl— $ (Pdx+Qdy)= f  [P(x(t), y(t))x'( t)  +
AB ÂB а

+Q(x(t) ,  y(t))y'( t)]dt .  (7.21)
Для линии плоскости хОу, заданной явным уравне­

нием вида у=ср(х), формула (7.21) принимает следую­
щий вид:

] dl— J (Pdx+Qdy)=  j  [P(x, cp(x)) +
AB ÂB ct

+Q (*, ф(х))ф'(х)]Дг, (7.22)
где а  и ß соответственно абсциссы точек А и Б.

Пример 1. Вычислить интеграл
I (x+y)dx+(x—y)dy

AB

по дуге параболы у — х2 с началом в точке Л (0; 0) и кон­
цом ß( l ;  1).

Р е ш е н и е .  Применяя формулу (7.22), получаем
1

I* (х +  У) dx Н- (х — у) dy =  J  [л- + х 2 +
AB 01

+ (х — л-2) 2х] dx = J (х — X2—2л3) dx = ----
и

_1_

3 2 3
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Пример 2. Найти 
работу силы F =  л:і— 
—#j+2zk по перемеще­
нию точки М по винто­
вой линии x=2cos і\ 
y = 2s\nt, z=4t  от точ­
ки М\ (2; 0; 0) до точ­
ки М2 (0; 2; 2л).

Р е ш е и и е. Найдем 
сначала выражение 
для работы Е(у) силы 

F по перемещению точки М по дуге у=АВ  линии Г 
(рис. 57). Функция Е(у) аддитивна. Вычислим элемен­
тарную работу на элементарном участке длины dl.

Так как работу производит только составляющая си­
лы F по касательной к линии у, то

Отсюда
d E = F x dl.

Е ( у ) =  I' Fxdl.
ÂB

(7.23)

В нашем случае эта формула принимает вид

Е( у)
Я/2

= J' (xdx—ydy-\-2zdz) =  j’ (—4cos fein t— 
м;м._ я/2 о

-4sin feos l-\-32t)dt= j (—4sin2f+ 320rf/= 4(n2—1).

§ 6. Формула Грина

Область ß  плоскости называется связной, если две 
любые ее точки можно соединить непрерывной линией, 
целиком лежащей в области й.

Связная область й называется односвязноя, если ее 
граница (или иначе контур) Г состоит из одной 
непрерывной замкнутой несамопересекающейся линии 
(рис. 58, а).

Связная область й называется п-связной, если ее 
контур состоит из п непрерывных замкнутых несамопе- 
ресекающихся линий Гь Г2, ..., Гп, каждая пара которых 
не имеет общих точек (рис. 58, б).

Область, связность которой больше единицы, назы­
вается многосвязной.

Говорят, что контур Г области й положительно ори­
ентирован относительно этой области, если на нем уста­
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новлено направление, при движении по которому об­
ласть £2 остается слева. Для односвязной ограниченной 
области положительная ориентация ее контура означает 
направление обхода против хода часовой стрелки 
(рис. 58, а).

Контур Г области £2 считается отрицательно ориенти­
рованным относительно области £2, если на нем установ-

Рнс. 58 Рис. 59

лено такое направление, что при обходе контура по это­
му направлению область £2 остается справа.

Теорема 7.2. Пусть Р(х, у) и Q(x, у) — две непрерыв­
ные функции с непрерывными частными производными

, определенные в ограниченной области £2
дх ду

плоскости хОу. Тогда для любой частичной области о 
области £2 справедлива формула Грина

f Pdx +  Qdy =  J j1 dxdy, (7.24)
Г  а

где Г — положительно ориентированный контур обла­
сти а.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Прежде всего отметим, что 
криволинейный интеграл, стоящий в левой части равен­
ства (7.24), есть функция области о. Покажем, что эта 
функция области аддитивна. Положим

F ( a ) =  SPdx+Qdy.  
г

Разрежем область о линией у, концы которой А и В ле­
жат на Г, на две области о' и о" (рис. 59). Контур Г' об­
ласти о' состоит из части Гі линии Г и линии у, а кон­
тур Г" области о" — из части Гг линии Г и той же ли-
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нии у. Имеем
F(a') =  I' Pdx+Qdy=  j' Pdx-\-Qdy+ |' Pdx+Qdy, 

г' г, Кв
F (a")=  I’ Pdx-\-Qdy= I Pdx+Qdy+  f Pdx+Qdy.

f ” r 2 BA

Так как интегралы по направленным линиям AB и ВА 
отличаются только знаком, то после сложения послед­
них равенств получаем:

F(a') +F(o")  =  J Pdx+Qdy+  f Pdx+Qdy=
Г1 r2

=  I' Pdx-
Г

yk

У„+йУ

Уо

Xn+äX

Рис. 60

-Qdy =  F(o).

Итак, доказано, что 
криволинейный интеграл 
F(a) является аддитив­
ной функцией области о.

Найдем плотность 
функции F(a) в точке 
М0(х0; уо) области й. Для 
простоты предположим, 
что а есть прямоугольник 
области Й с вершинами 

х  М0{х0\ уо), Мі(х0+Ах; Уо), 
^ 2 (Хо\ Уо+Ау) ,  М$(Хо\- 
+А а:; уо+Ау) (рис. 60). 

Так как контур прямоугольника Т = М 0Мі-\-М1М2-\- 
-\-М2М2-\-МгМ0, то имеем

F ( c ) =  J Pdx+Qdy=  f +  J +  J +  f Pdx+Qdy. г м„м, мм, М,м.
На отрезке прямой М0Мі имеем у — уо. Поэтому

ЛГц+А*
.f PdxA-Qdyz= J P (x ,y 0)dx.

М,М, Xо
На отрезке прямой М^М2 имеем х = х й+Ах, поэтому

ІМ+&У
J Pdx-\-Qdy= Я Q(x0+Ax, y)dy.

M i M ,  f/o
На отрезке прямой M2M2 имеем у = г/о+Аг/, следова­
тельно,

5 Pdx+Qdy= \ Р(х, y0+Ay)dx= —
M 2M a х 0+ Дх

х0+ Дх
=  — I Р(х, y0+Ay)dx.

*9
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Наконец, на отрезке прямой М3М0 имеем Х=Х0, значит
.</» г/о+Ді/

f Pdx+Qdy=  j' Q(x0, y )d y =  — J Q(x0,y)dy.  
m , m , г/о+Д</ Уо

Из полученных соотношений следует, что
Уо+Лу -с«+Дд:

F(o) =  I  [<Э(^о+Ал:, у) — Q(x0, y)]dy— J' [Р(х, у0+
У о Х„

+А у )—Р(х, tjo)]dx.

Применяя к интегралам, находящимся в правой ча­
сти равенства, сначала теорему о среднем значении 
функции, а затем формулу конечных приращений, по­
лучим:
F (а) =  [Q (х0 +  А.ѵ, %) — Q (х0, %]] А у — [Р (£*, у0 +  А у) —

— Р (Іѵ У о)]Ах = Qx (h, т1і) АхАУ — Ру (12> 1І2) ЛхАУ'

где £і, g2 точки интервала (х0, х0+Ах), rji, ѵ\2 — точки 
интервала (у0, г/о+Ау).

Учитывая непрерывность частных производных 
dQи ---- , из последнего равенства получаем
дх

lim № (Е. ■ ■ч.) -  ■р: ’Ы] =  ( - £ - - - £S (а) длг-ьо,
Ду->-0 Afo

Таким образом доказано, что плотность криволиней 
ного интеграла равна подынтегральной функции двой­
ного интеграла, находящегося в правой части (7.24).

Из равенства плотностей аддитивных функций 
в обеих частях равенства (7.24) следует равенство этих 
аддитивных функций. Теорема доказана.

Пример. Вычислить интеграл
j(x —y )dx+  (х-\- y)dy, 
г

где Г — окружность х2-\-у2=  1, имеющая направление 
обхода против хода часовой стрелки.

Р е ш е н и е .  Применяя формулу Грина, получаем
J (х—y)dx-\-( х +-y)dy=  Jj 2dxdy=2S(a) =2п.  
г а

Здесь а — круг, радиус которого равен единице, с цент­
ром в начале координат.
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§ 7. бычислёние площади области с гіомощыЪ 
криволинейных интегралов

Положим
лучим:

в формуле (7.24) Р =  0, Q=x.  Тогда по- 

.1' xdy=  Я dxdy.
Г а

Двойной интеграл в правой части равенства, как изве­
стно, равен площади 5(a) области а, поэтому

S ( a ) = \ x d y .  (7.25)
г

Положим теперь Р — —у, Q =  0. Тогда по формуле 
Грина получим

— С y d x=  Я dxdy,
Г а

или, иначе,
S(o) =  — \ ydx. (7.26)

г
Сложим равенства (7.25) и (7.26) и разделим получен­
ный результат на два. Тогда получим

S(a) = - ^ ^ ( x d y - y d x ) .  (7.27)

Пример. Вычислить площадь фигуры ст, ограничен­
ной эллипсом x=acost ,  y = b s in t  ( 0 ^ і ^ 2 я ) .  

Р е ш е н и е .  Согласно формуле (7.27) имеем
‘2 я

5 (а) — —  j [а cos td (b sin t) — b sin td (а cos )̂] —
о

2 п  2 л

=  -—ab J (cos21 +  sin21) dl =  ab j di =  nab.
0 0

§ 8. Независимость плоского криволинейного интеграла 
от пути интегрирования

Пусть Q — односвязная область плоскости хОу и Р =  
=  Р(х, у), Q =  Q(x, у) — две функции, заданные и не­
прерывные в области Q. Пусть, далее, А и В — две про­
извольные точки области Й.
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(7.28)
Говорят, что криволинейный интеграл 

\ Pdx+Qdy
AB

не зависит от пути интегрирования (линии, соединяю­
щей точки А и В), если его величина есть функция толь­
ко точек А и В (начальной и конечной точек пути).

Покажем, что интеграл (7.28) не зависит от пути ин­
тегрирования тогда и только тогда, когда этот интеграл 
по любому замкнутому пути равен нулю. Допустим сна­
чала, что интеграл (7.28) не зависит от пути интегриро­
вания. Пусть ACBDA — любой замкнутый контур, ле­
жащий в области Q (рис. 61). Тогда

г Pdx+Qdy= а Pdx+Qdy+  j' Pdx+Qdy. (7.29)
ACBDA ACB BDA

Учитывая свойства криволинейного интеграла, имеем
J Pdx+Qdy=  — j Pdx+Qdy. (7.30)

BDA ÄDB

Так как, кроме того, интегралы 
по путям АСВ и ADB одинаковы, 
то интеграл по замкнутому пути 
ACBDA равен нулю.

Обратно, пусть интеграл вида 
(7.28) по любому замкнутому пу­
ти равен нулю. Покажем, что ин­
теграл зависит только от началь­
ной точки А и конечной точки В 
пути. Соединим точки А и В дву­
мя линиями АСВ и ADB. Так как 
линия ACBDA замкнутая, то ин­
теграл по ней равен нулю. Из ра­
венств (7.29) и (7.30) следует, что

f Pdx+Qdy=  — j Pdx+Qdy=  f Pdx+Qdy.
ACB BDA ADB

Таким образом, установлено, что условие независи­
мости криволинейного интеграла (7.28) от пути интегри­
рования совпадает с условием равенства нулю этого ин­
теграла по любому замкнутому пути.

Как было показано в предыдущем параграфе, криво­
линейный интеграл

j Pdx+Qdy, 
г

где Г — замкнутая линия, проходимая против хода ча­
109
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совой стрелки, есть аддитивная функция области о, длй 
которой линия Г является контуром. Там же было пока­
зано, что плотность этой аддитивной функции равна

dQ_ дР
дх ду ’

если эти частные производные непрерывны. Из сказан­
ного вытекает следующее предложение.

Теорема 7.3. Допустим, что функции и
дх ду

непрерывны. Интеграл (7.28) не зависит от пути инте­
грирования тогда и только тогда, когда

3Q _ дР 
дх ду

(7.31)

во всех точках области Q.
Например, для функций Р = х 2-\-у2 и Q =  2xy спра­

ведливо равенство (7.31). Поэтому интеграл
1 (x2+ y 2)dx+2xydy

AB

не зависит от пути интегрирования. Если точки А и В 
совпадают, то путь интегрирования замкнутый, следо­
вательно, в этом случае интеграл равен нулю.

§ 9. Условие того, что выражение Pdx-\-Qdy 
является полным дифференциалом

Сохраним предположения, сделанные в предыдущем 
параграфе. Выражение Pdx-\-Qdy называется полным 
дифференциалом, если существует функция двух пере­
менных и=и(х ,  у), для которой это выражение являет­
ся полным дифференциалом:

du =  Pdx-p Qdy. (7.32)

Как известно, полный дифференциал функции и
, ди , . ди ,du = ----dx -------dy.

дх ду

Поэтому, в силу произвольности чисел dx и dy, равен­
ство (7.32) равносильно равенствам

=  Л  - f -  =  Q. (7.33)дх ду

П О



Теорема 7.4. Допустим, что частные производные
^5- непрерывны. Выражение Pdx+Qdy являет-
дх ду

ся полным дифференциалом тогда и только тогда, когда 
выполнено равенство (7.31).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим сначала, что 
выражение Pdx+Qdy  является полным дифференциа­
лом. Тогда существует функция и(х, у), для которой име­
ют место равенства (7.33). Продифференцируем первое 
из равенств по у, а второе — по х. Тогда получим 

дЧі дР дЧі _  dQ 
дх ду ду ’ ду дх ду

Так как функции —  и непрерывны, то и сме-ду дх
д2и дгишанные производные ----- , --------  также непрерывны,дх ду ду дх

следовательно, как известно, они равны. Таким образом, 
справедливо равенство (7.31).

Предположим обратное, т. е. что справедливо равен­
ство (7.31). Тогда интеграл (7.28) зависит только от то­
чек А и В. Уместно этот интеграл обозначить символом

С Pdx+Qdy.
А

Допустим, что точка А(х0\ у0) зафиксирована, а точка 
В(х\ у) — переменная. Тогда последний интеграл есть 
функция только точки В, т. е. переменных х и у. Обозна­
чим эту функцию через и(х, у ) :

В {х ,у )
ч(х, у) =  I Pdx+Qdy. (7.34)

A (x„ys )

Вычислим частные производные этой функции. Так 
как интеграл (7.34) зависит только от точек Л и В, то 
его можно вычислять по любому пути, соединяющему 
эти точки. Соединим точки А и В такой линией АСВ, 
чтобы линия СВ являлась отрезком прямой, параллель­
ной оси Ох (рис. 62). Имеем

и(X, у) =  ( Pdx-\-Qdy-{- I Pdx-\-Qdy.А с
Абсциссу точки С считаем фиксированной и равной 

Х\. Тогда интеграл
С Pdx+Qdy 

А
іи



является функцией только переменной у. Обозначим эту 
функцию через ф(у). Таким образом,

«О*. «/)=ф(«/)+ j Pdx+Qdy=(p(y)-\- $ Р(х, y)dx.
С Х і

При фиксированном у последний определенный интеграл 
есть функция верхнего предела х. Как уже известно

(см. теорему 2.3), производная такого интеграла равна 
подынтегральной функции. Поэтому

■ f - = P ( x , y ) .
дх

Аналогично доказывается, что

ѵ = ^ > -

Итак, показано, что при выполнении равенства 
(7.31) существует функция и(х, у), для которой спра­
ведливы равенства (7.33). В качестве такой функции 
можно взять, например, интеграл с переменным верхним 
пределом (7.34). Теорема доказана.

Назовем функцию и(х, у), для которой имеет место 
равенство (7.32) (или равенство (7.33)), первообразной 
для полного дифференциала Pdx-\-Qdy. Таких первооб­
разных бесчисленное множество, так как добавление 
к первообразной произвольной постоянной дает снова 
первообразную.



С другой стороны, если и и ѵ — две первообразные 
для полного дифференциала Pdx-\-Qdy, то полные диф­
ференциалы этих функций равны, что может быть тогда 
и только тогда, когда они отличаются постоянным сла­
гаемым:

и =  гг+ С .

Пусть теперь ѵ =  ѵ(М) — ѵ(х, у) — какая-либо пер­
вообразная для полного дифференциала Pdx-\-Qdy. Так 
как функция (7.34) также является первообразной для 
рассматриваемого полного дифференциала, то

В(х\у)
J Pdx-\-Qdy=v(B)-\-C.

Мх ,;у0)

Положим в этом равенстве В = А .  Тогда интеграл по 
замкнутому контуру в левой части равенства станет рав­
ным нулю. Следовательно,

і»(і4 )+ С = 0 , 
откуда С =  —в (Л). Таким образом,

\ P d x+ Q dy= v(B )—v(A). (7.35)
А

Формула (7.35) является аналогом формулы Ньютона— 
Лейбница для определенного интеграла. Например, так 
как для функций Р — у, Q— x имеет место равенство 
(7.31), то выражение ydx-\-xdy является полным диффе­
ренциалом. Первообразной для этого полного дифферен­
циала является функция ѵ=ху,  так как d(xy)— ydx-\- 
-\-xdy. Поэтому

В( 2.3)
f ydx-\-xdy=v(B)—v (A )— 2-3—1-2=4.

А(І ,2)

Г Л А В А  VIII

ПОВЕРХНОСТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ

§ 1. Поверхностный интеграл первого рода

Аналогично тому, как были введены понятия адди­
тивных функций промежутка, плоской области и т. д., 
введем понятие аддитивной функции F(a), заданной на 
множестве всех частичных поверхностей поверхности Q.
.8— ,858 Ш



Простейшим примером аддитивной функции поверхно­
сти является ее площадь Щ о).

Как и раньше, плотностью р(М) аддитивной функции 
F(o) поверхности о к точке М е й  будем называть

lim F (р) 
П(а) ’

при условии, что поверхность сг стягивается к точке М.
Поверхностным интегралом первого рода от функции 

точки f(M), заданной на поверхности о, называется ад­
дитивная функция

F(o )=  (8.1)
О

плотность которой равна f(M).
Все выводы, сделанные ранее для аддитивных функ­

ций и интегралов других типов, имеют место для адди­
тивных функций поверхности и поверхностных интегра­
лов первого рода.

Если поверхность й задана явным уравнением z =  
=  ф (х ,  у), то

j  [ f (М) dH =  [ f / (x, у, z) dH =
а 'o

=  f j’ / (x, У, ф (A', y)) Kl + p M  - q4xdy, (8.2)

где p — —-  , q =  — и у — область плоскости хОу, яв-
дх ду

ляющаяся проекцией поверхности а на эту плоскость.
Формула (8.3) позволяет привести поверхностный 

интеграл к двойному интегралу. Ее доказательство про­
водится тем же способом, 
что и доказательство ра­
венства (7.6) для криво­
линейных интегралов пер­
вого рода. При этом ис­
пользуется формула 
(5.10) для площади по­
верхности.

Пример. Найти центр 
масс однородной полу­
сферы радиуса R.

Р е ше н и е .  Введем 
прямоугольную систему
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координат OxyZ так, чтобы плоскость Оху проходила чё- 
рез границу полусферы и начало координат совпадало 
с центром полусферы (рис. 63). В выбранной системе ко­
ординат уравнение полусферы имеет вид

z = Y  R2, — х2 — у2.
Проекция у полусферы на плоскость Оху есть круг ра­
диуса R с центром в начале координат. Так как полу­
сфера симметрична относительно оси Oz, то ее центр 
масс С находится иа этой оси. Остается найти апплика­
ту zc точки С. Как известно,

где МХу — статический момент поверхности относитель­
но плоскости хОу, П =2яД2— площадь полусферы. Как 
и раньше получаем, что

Мху=  Я 2С?П.О
Применяя равенство (8.2), имеем

V
=  R J J dxdy - RS  (у) =  RnR2 - iiR3. 

у
Таким образом,

_  я R3 _  R_
С ~  2nR2 ~  2

§ 2. Двусторонние поверхности
Пусть Q — гладкая поверхность. Тогда из каждой 

ее точки М можно вывести два противоположно направ­
ленных единичных вектора нормалей к поверхности 
(рис. 64). Если один из этих векторов обозначить через 
n(M)t то другой, следовательно, будет —п(М). Выбор 
одного из двух векторов нормалей определяет сторону 
поверхности Q в точке М\ таким образом, таких сто­
рон две.

Дополнительно предположим, что поверхность Q 
связная. Это значит, что любые ее две точки можно сое­
динить непрерывной линией, лежащей иа поверхности 
и не пересекающей ее границы (если таковая имеется).
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Пусть Mo — некоторая точка поверхности и п (М0) 
один из двух векторов нормалей к поверхности в этой 
точке. Начнем движение из точки М0 по любой непре­
рывной линии поверхности, не пересекающей ее грани­

цы, следя за непрерывным изме­
нением направления нормали. Ес­
ли в результате любого такого 
движения приходим к одному п 
тому же единичному вектору нор­
мали в каждой точке поверхно­
сти, то эта поверхность называет­
ся двусторонней. В противном 
случае поверхность называется 
односторонней.

Если поверхность Q двусто­
ронняя, то выбор одной ее стороны 
в какой-либо фиксированной точ­
ке М0 предопределяет выбор сто­

роны поверхности в любой другой ее точке или просто 
стороны поверхности.

Поверхность трехмерного пространства Oxyz, задан­
ная явным уравнением z=q>(x, у), имеет две стороны —

нижнюю и верхнюю. Единичный вектор нормали к ниж­
ней стороне поверхности образует с осью Oz тупой угол, 
а единичный вектор нормали к верхней стороне — острый 
угол (рис. 65).
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Замкнутая поверхность, ограничивающая некоторую 
область трехмерного пространства а, также двусторон­
няя. Сторона поверхности, нормаль к которой направле­
на во внешность области а, называется внешней сторо- 
ной поверхности. Противополож­
ная сторона, нормаль к которой 
направлена внутрь области ст, на­
зывается внутренней стороной по­
верхности.

Примером односторонней по- ____
верхности является лист Мёбиу- BD
са. Он получается, если противо­
положные стороны AD и ВС пря- Рис- 66
моугольиика AB CD склеить крест
накрест так, чтобы точка А совпала с точкой С, а точ­
ка и  — с точкой В (рис. 66).

§ 3. Поверхностные интегралы второго рода

Предположим, что на гладкой поверхности Q задана 
вектор-функция F = F (M ). Пусть о — двусторонняя ча­
стичная поверхность поверхности £2. Выберем какую-ни­
будь из двух сторон поверхности а и обозначим через 
п= п(М ) единичный вектор нормали к этой стороне по­
верхности в точке М. Выражение

П М А О Л І,
с

где Fn {M) есть проекция вектора F(7Vf) на вектор п(М), 
называется поверхностным интегралом по соответствую­
щей стороне поверхности о или поверхностным интегра­
лом второго рода.

Очевидно, что поверхностный интеграл второго рода 
обладает всеми свойствами поверхностного интеграла 
первого рода. Кроме того, при переходе на другую сто­
рону поверхности а поверхностный интеграл второго ро­
да меняет лишь знак:

ЛТ_„ (М) d n =  -  я  Fn (М) dH. (8.3)
о а

В случае, когда в трехмерном пространстве задана 
декартова система координат Oxyz, имеем

F(M) = Р  (М) i-j-Q {М) j+ tf  (М) к, 
п(М) = co s  a i+cos ßj+cosyk,
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где Р(М),  Q(A1), R (М) — скалярные функции и а, ß, 
■у — углы, которые образует вектор п(М) с осями Ох, 
Oy, Oz.

Так как вектор п (Л4) единичный, то проекция векто­
ра F(M) на вектор п (М) равна скалярному произведе­
нию этих векторов, поэтому

Fn (M) =  P(/VI)cos a+Q (M )cos ß+-R {Щ cos у, 
следовательно,

Я Fn ( M ) r f n = n  [-P(/W)cos a+Q (M ) cos ß +CT CT
+tf(Af)cosy]dII. (8.4)

Если поверхность а задана явным уравнением z =  
=  ф(л', у), то, как известно, вектор нормали к поверхно­
сти, образующий с осью Oz острый угол, можно пред­
ставить в виде

N — p i - 0 + k  ( * > = ■ £ . » = £ ) •

Отсюда следует, что единичный вектор

n =  -5L -  - pi- 9j +  k . . (8.5)
lN| V 1 +P*+q2 

Используя равенство (8.2), получим
И  Fn(M)cm=  Я [ - Р ( х , у , ч > ( х , у ) ) р -

О  у

— Q{x, у, ф(дг, y))q-\-R(x, у, ф(х, y))]dxdy, (8.6) 
где у ■— проекция поверхности а на плоскость хОу.

§ 4. Формула Остроградского

Теорема 7.5. Пусть в области ß  трехмерного прост­
ранства Oxyz заданы три непрерывные функции Р(М), 
Q(M), R(M) с непрерывными частными производными
дР_ dQ_ dR_ _ Тогда для любой частичной области 
дх ду дг

а области ß  справедлива следующая формула Остро­
градского:

J J  (Р cos а -j- Q cos ß R cos у) с(П =

О
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где со — внешняя сторона границы области о.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так же, как при доказательст­

ве формулы Грина (см. теорему 7.2), устанавливается, 
что функция

Ф(ст) =  Я RcosydV
CD

является аддитивной функцией области а. Найдем ее 
плотность в произвольной точке М0(хо', гдг, z0) области Й,

предполагая для простоты, что она существует. Рассмот­
рим прямоугольный параллелепипед о, одна из вершин 
которого находится в точке УИ0, а три вершины Мі(х0+  
+Л*; уо, г0), М2(х0\ уй+ку,  2 0), Af3(xc; у0\ z0+bz)  ле­
жат на ребрах параллелепипеда, которые проходят че­
рез точку Мо (рис. 67).

Интеграл по внешней стороне границы параллелепи­
педа есть сумма интегралов по его граням. Из них толь­
ко интегралы по нижней грани соі и по верхней грани иг 
отличны от нуля, так как нормали к остальным граням 
образуют с осью Oz прямые углы и, следовательно, для 
них cos у = 0 .

Угол между нормалью к грани ші параллелепипеда 
и осью Oz равен я, поэтому для нее c o s y = —1. Угол
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между нормалью к грани ©о п осью Oz равен нулю, по­
этому для нее c o s y = l .  Таким образом,

Ао+ Д а №>+Ду

ф(о) =  j j  tfdTI — =  j  dx [ R ( x , y , z 0 +
Ci)| COg Xe Уо

а„-|-Да Уо+Ду

+  Дz)dy— j  dx f R(x ,y ,z0)dy =
X0 Уо

Хо+Дх У о+ Ь у

=  [ dx j  [R(x,y,z0 +  Az) — R(x ,y , z0)]dy =
Xo Уо

Хо+Дх Уо-Ь&У
=  J dx f R'z (x,y,c)dyAz,

Xo Уо

где с — число, находящееся между z0 и z0+Az.
Так как объем параллелепипеда

а„+Да у .+ Л у
У(о) =  AxAyAz=  ]' dx j' dyAz,

Xo i/o

Т О
а„+Да Уо+ Д і/

Ф(о)— ̂ '(М 0) Ѵ(а) =  [ dx \ [R'z (x, у, с) R'z(M0)]dyAz.
А» У.

Отсюда
|Ф (о )- /? г(уИ0)1/(а) I < а ( а )  AxAyAz— а(а) Е(а),

где а(а) = m ax |/? j (х, у, z )—Rz {MQ) \ в области а. Из 
последнего неравенства следует, что

Ф(о) 
V (о)

- К ( М 0) | <  а  (о).

Если теперь область а стягивается к точке Мй, то 
а(а)-э-0, поскольку функция R'z непрерывна. Таким об­
разом,

Ііш Ф(р)
Ѵ(а) К Ш 0 ) .

Из этого равенства имеем
Ф (а) ^  f J R cos уШ =  J f j  Rz (M) dV.

О
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Аналогично можно показать, что
j’j Р cosccdll =  j‘j ^ P x (M)dV,
to a

jjQ c o sß d n  =  ^ j Q y(M)dV.
to a

Складывая три последних равенства, получаем равенст­
во (8.7).

Пример. Вычислить интеграл
j'J (xcos a+ycos ß-j-zcos у) ДП
СО

по наружной стороне границы шара x2-\-y2-{-z2z^R2.
Р е ш е н и е .  Применяя формулу Остроградского, по­

лучаем
J I  (х cos а +  у cos ß +  г cos у) dH =  3 j  j J dV =
(i) a

= 3V {о) = 3- —  nR3 = 4nR3.

§ 5. Формула Стокса

Пусть Й+ — заданная сторона двусторонней поверх­
ности Q. Будем говорить, что контур поверхности у ори­
ентирован полоэісительно (отрицательно) относительно 
Q>-, если на нем установлено направление, придержи­
ваясь которого наблюдатель, движущийся по Q+ вдоль 
линии у, оставляет поверхность £2 слева (справа).

Теорема 7.6. Пусть на поверхности £2 и на ее границе 
Г заданы три непрерывно дифференцируемые функции 
Р(М), Q(M), R(M). Тогда имеет место следующая фор­
мула Стокса:

|№ + »  + № = Ш(ѵ-|-)со5“ + 
+(£-£)“ "+(•£- v H ]“"- (а8)

I ‘ liASV
где £2+ любая сторона поверхности £2; Г — положитель­
но ориентированный относительно £2+ контур поверхно­
сти £2.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Допустим сначала, что по­
верхность £2 задана явным уравнением вида г = ф(х, у),
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где функция ср(л:, у) определена в области D плоскости 
Оху. Геометрически такая поверхность характеризуется 
тем, что прямые, проходящие через любую точку обла­
сти D параллельно оси Oz, пересекают ее только в од­
ной точке.

В качестве Q+ возьмем верхнюю сторону поверхности 
Q, так что угол у будет острым. Тогда имеем

f Р{х, у, z )d x =  J' Р(х, у, cp(x, y))dx, 
г Ь

где К — положительно ориентированный контур обла­
сти D.

Применим к криволинейному интегралу в правой ча­
сти равенства формулу Грина (7.24), полагая Р =  
=  Р{х, у, ф ( л " ,  у ) )  и Q —  0. Тогда получим

j Р (х, У, г) dx =  — j1 j  P (а , у, ф (a-, y)) dxdy.
Г

Учитывая, что P зависит от у непосредственно и через 
функцию z — y(x, у), и применяя правило дифференци­
рования сложной функции, находим:

\ p ( S,s . z ) d x = - ^ { ^  +  ^ .^ ä x ä y . 
г о

где, как обычно, а =  — .
ду

Преобразуя по формуле (8.6) двойной интеграл по 
области D в поверхностный интеграл по Й+, имеем

i Pdx — I j cos ß ----cos v) ^П. (8.9)
г Ь-і-

Предположим теперь, что поверхность й пересекает­
ся с каждой прямой, параллельной любой из координат­
ных осей не более, чем в одной точке. Тогда из форму­
лы (8.9) циклической перестановкой в тройках (P,Q,R ) 
и ( а , у, z) получим еще два равенства

^Qdy =  cosy— -^ -c o s a jd ll ,  (8.10)
Г  0 +

j  Pdz =  j f ( ^ p ~ cosa -----^ -c o s ß jd tT . (8.11)
Г  Q +
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Складывая равенства (8.9), (8.10) и (8.11), получаем 
формулу Стокса (8.8). Заметим, что формула Стокса 
получена пока в предположении, что прямые, парал- 
лельные любой координатной оси, пересекают поверх­
ность Q не более, чем в одной точке.

В общем случае поступаем следующим образом: раз­
резаем поверхность Q некоторыми линиями на части, 
удовлетворяющие указанному условию, и для каждой 
из них выписываем формулу Стокса, а затем полученные 
равенства складываем. В правой части равенства полу­
чится поверхностный интеграл по Q+, а в левой •— криво­
линейный интеграл по ее положительно ориентирован­
ной границе, так как интегралы по каждому разрезу бе­
рутся в двух взаимно противоположных направлениях 
и поэтому в окончательной формуле исчезают.

§ 6. Независимость пространственного 
криволинейного интеграла от пути интегрирования

Пусть в области К пространства Oxyz заданы три 
функции Р(М),  Q(M) и Д(Л4). Пусть, далее, А и В — 
произвольные точки области К . Как и для случая пло­
скости, говорят, что криволинейный интеграл

не зависит от пути интегрирования, если его значение на 
любом пути от А к В является функцией только нача­
ла А и конца В пути интегрирования.

Как и для плоского криволинейного интеграла 
(см. § 8, гл. VII), устанавливается, что криволинейный 
интеграл (8.12) не зависит от пути интегрирования, тогда 
и только тогда, когда такой интеграл по любому замкну­
тому пути, лежащему в области К, равен нулю.

Теорема 7.7. Интеграл (8.12) не зависит от пути ин­
тегрирования тогда и только тогда, когда

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Q — произвольная по­
верхность, лежащая в области К, и у — любая замкну­
тая линия, лежащая на этой поверхности. Как и для 
случая плоскости (см. § 8, гл. VII), устанавливается, что 
криволинейный интеграл

f Pdx-\-Qdy-\-Rdz (8.12)
AB

dR_ =  dQ_ ^ P _ _ _ d R ^  äQ_____ÖP
dy dz ' d z  dx ’ dx dy

(8.13)

f Pdx-\-Qdy-\-Rdz (8.14)
7

=■ 123



есть аддитивная функция части а стороны поверхности 
й, для которой у является положительно ориентирован­
ным контуром.

Согласно формуле Стокса, плотность этой аддитив­
ной функции поверхности а равна

I dR dQ
V ду дг

COS а  + дР_
дг

. ^ ] c o s ß  +

дР_

ду
cos у. (8.15)

Так как аддитивная функция равна нулю тогда и толь­
ко тогда, когда ее плотность тождественно равна нулю, 
то и интеграл (8.14) по любой замкнутой линии у равен 
нулю тогда и только тогда, когда выражение (8.15) тож­
дественно равно нулю на любой поверхности, проходя­
щей через линию у, т. е. когда числа cos а, cos ß, cos у 
произвольны. Это обстоятельство приводит к равенствам 
(8.13).

§ 7. Условие того, что выражение Pdx-\-Qdy-\-Rdz 
является полным дифференциалом

Условимся считать, что дифференциальное выраже­
ние

Pdx+Qdy+Rdz  (8.16)
является полным дифференциалом, если существует 
функция и=и(х ,  у, z) такая, что ее полный дифферен­
циал

du— Pdx-\-Qdy-\-Rdz. (8.17)
Это равенство равносильно трем равенствам

j !L  =  p t _*L =  Q t JO. =  я . (8.18)
дх ду дг

Сама функция и, для которой справедливо равенст­
во (8.17), называется первообразной для дифференци­
ального выражения (8.16).

Теорема 7.8. Выражение (8.16) является полным 
дифференциалом тогда и только тогда, когда выполня­
ются равенства (8.13).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Допустим сначала, что выра­
жение (8.16) является полным дифференциалом. Тогда 
существует первообразная функции и, для которой спра-
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ведливы равенства (8.18). Продифференцируем первое 
из них по у, а второе по х. Тогда получим 

д-и _  дР д2и _  dQ 
дх ду ду ’ ду дх дх

„  дР dQСчитая заранее, что производные ----  и ----  непре-
ду дх

рывны и, следовательно, что обе частные производные, 
находящиеся в левой части последних равенств, равны, 
получаем третье из равенств (8.13). Справедливость ос­
тальных неравенств доказывается аналогично.

Предположим обратное, т. е. что выполнены равен­
ства (8.13). Тогда интеграл (8.12) есть функция точек 
А и В. Записывая этот интеграл в виде

f Pdx-\-Qdy-\-Rdz 
А

и считая точку А (х0\ г/0; zo) фиксированной, а точку 
В(х\ у, z) — переменной, рассмотрим интеграл

В (х .у ,г )

и(х, у, z ) — I Pdx-\-QdyA-Rdz.
А 1 х „ у „ г , )

Как и раньше, покажем, что функция и(х, у , z) удовлет­
воряет равенствам (8.18), следовательно, выражение 
(8.16) является полным дифференциалом.

Если ѵ =  ѵ(М) есть какая-нибудь первообразная для 
полного дифференциала (8.16), то, как и в случае пло­
скости, устанавливается аналог формулы Ньютона— 
Лейбница

fB P dx+ Q dy+ R dz= v(B )—v{A). (8.19)
А

Например, так как функции P = yz ,  Q=xz,  R = x y  
удовлетворяют соотношениям (8.13), то выражение 
yzdx-\-xzdy-\-xydz является полным дифференциалом. 
Его первообразной, как легко проверить, является функ­
ция v =  xyz. Поэтому, например,

(2,3,4)
f yzdx-\-xzdy-j-xydz=2-3-1 — 1 -2- (—1) = 8 .

0 ,2,—1)
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